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Vorwort. 

Die letzten Jahre haben in der Erkenntnis der Konstitution der Materie 
große Fortschritte gebracht. Das Ziel, alle Eigenschaften der Atome und 
'Moleküle auf elektromagnetische Wirkungen zurückzuführen, scheint nicht 
mehr so unerreichbar wie kurz zuvor. Der Fortschritt ist von dem Augen- 
blicke an zu rechnen, da man begann, die Quantentheorie auf die Vorgänge 
im Atome anzuwenden. Die Bestrebungen gehen zumeist auf die freien 
Atome und Moleküle der Gase. Will man in entsprechender Weise die 
Vorgänge im festen, kristallinischen Zustande deuten^ so stößt man auf 
ein großes Hindernis. Alle feineren Betrachtungen zerschellen daran, daß 
sich die Molekulartheorie der Kristalle trotz vieler Bemühungen noch im 
Urzustände befindet. Es war nicht einmal bekannt, ob die Gitterhypothese 
formal alle Kristalleigenschaften erklären kann. 

Ich habe daher versucht, die Vorarbeiten zu leisten. Der Umfang 
der Untersuchungen ist so angeschwollen, daß sie als Abhandlung in einer 
Zeitschrift nicht veröffentlicht werden konnten. Ich habe mich daher ent- 
schließen müssen, die Arbeit zu einem kleinen Buche zu formen. Es ent- 
hält nur die allgemeine Theorie; alle Anwendungen auf spezielle Fälle 
und alle Beziehungen zur Erfahrung habe ich zurückgestellt, wobei mich 
die Hoffnung bestimmt hat bei der weiteren Ausarbeitung die Unter- 
stützung von Fachgenossen zu finden. 

Beim Lesen der Korrekturen haben mich meine Freunde Prof. E. Hel- 
linger (Frankfurt) und Dr. F. Reiche (Berlin) bereitwillig unterstützt. Ich 
schulde ihnen großen Dank, ebenso dem Verlagshause B. G. Teubner, das 
den Druck des Buches trotz der schweren Kriegszeit in kurzer Frist vol- 
lendet hat. 

Döberitz, im Juli des Kriegsjahrs 1915. M. Bora. 
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Einleitung. 

Die Vorstellung von der raumgitterartigen Struktur der Kristalle 
ist durch die Entdeckung v. Laues ^) vom Ränge einer sehr anschaulichen 
und wahrscheinlichen Hypothese zur physikalischen Gewißheit erhoben wor- 
den. Ursprünglich enthielt sich v. Laue aller näheren Aussagen über die 
Natur der Atomgitter. W. H. und W. L. Bragg^) haben dann Methoden 
angegeben, die Schlüsse auf die Art des Gitters zu ziehen erlauben. Als 
wesentliches Resultat allgemeiner Natur hat sich dabei herausgestellt, daß 
der Begriff des chemischen Moleküls im kristallinischen Zustande seine 
Bedeutung einbüßt; die Atome, nicht die Moleküle, sind die Bausteine des 
Gitters, und man kann mit gewissem Rechte den ganzen Kristall als ein 
einziges Molekül auffassen. Hierdurch wird nun wieder der Gedanke nahe 
gelegt, daß die chemischen Kräfte, die in Flüssigkeiten und Gasen die 
Atome zu Molekülen verbinden, identisch sind mit den Kräften, die im 
kristallinischen Zustande die Atome im Gitterverbande festhalten.^) 

Die Natur dieser Kräfte ist uns heute noch fast unbekannt, und wir 
können daher weder die Frage beantworten, warum sich gewisse Atome 
gerade in diesen oder jenen Raumgittern zu stabilen Gleichgewichtslagen 
zusammenfinden, noch über solche physikalische Eigenschaften der Kristalle 
etwas vorhersagen, die von dem Gesetze der Molekularkräfte wesentlich ab- 
hängen, wie Festigkeit, thermische Ausdehnung, Pyroelektrizität usw. Aber 
es gibt einige physikalische Eigenschaften, die sich ohne genaue Kenntnis 
des Kraftgesetzes aus der Gittertheorie ableiten lassen müssen, nämlich 
die, bei denen die Kristallpartikel nur so kleine Ausschläge aus ihren 
Gleichgewichtslagen machen, daß die dabei auftretenden Kräfte als lineare 
Funktionen der Verschiebungen angesehen werden können. Die wich- 
tigsten dieser Erscheinungen sind die folgenden: 

1. die Elastizität; 

2. die Piezoelektrizität und ihr Umkehreffekt; 



1) W.Friedrich, P.Knipping und M.v.Laue, Sitz.-Ber. München 1912, S.303. 
d. Phys. 41, 1913, S. 97. 

2) W. L. Bragg, Cambridge Phil. Soc. Proc. Bd. 17, 1913, S. 43. W. H. und 
W. L. Bragg, Royal Soc. Proc. 1913, S. 88 und 428. 

8) Dieser Gedanke ist besonders von W. Kernst verfolgt worden. (Vorträge über 
die kinetische Theorie der Materie und der Elastizität, Göttingen 1914; 3. Vortrag, 
W. Nernst, § 2, S. 64. Leipzig, B. G. Teubner 1914). 
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3. die dielektrische Erregbarkeit utfd Dispersion; 

4. die spezifische Wärme; 

5. die formale Kristalloptik; ** 

6. die optische Aktivität. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob die Gittertheorie der Kristalle im 
Stande ist, von allen diesen Erscheinungen Rechenschaft zu geben. Da zeigt 
es sich nun, daß es merkwürdiger Weise bisher nicht unternommen worden 
ist, eine einheitliche Kristallphysik auf atomistischer Grundlage aufzubauen. 
Wohl hat man versucht, die eine oder die andere Eigenschaft aus der Git- 
tertheorie zu erklären; teils aber waren die Resultate zu eng und unbe- 
friedigend, wie im Falle der Elastizität, teils zog man besondere Hypo- 
thesen heran, wie zur Erklärung der optischen Aktivität. 

Als erste Forderung an eine Molekulartheorie des festen Zu- 
standes wird man stellen müssen, daß die Eigenschaften der regel- 
mäßig gebauten Körper, der Kristalle, ohne Zusatzhypothesen aus 
der Gitterstruktur allein vollständig abgeleitet werden können. 

Ich werde zeigen, daß das tatsächlich für die aufgezählten einfachsten 
Eigenschaften möglich ist. Dabei muß natürlich das Gitter^) hinreichend 
allgemein angenommen werden. In Übereinstimmung mit den heutigen Vor- 
stellungen über den Bau der Atome und Moleküle und mit unserer durch 
die Röntgenstrahlen vermittelten Kenntnis vom Bau der Gitter werden 
wir annehmen: 

Die Kristallgitter bauen sich gesetzmäßig aus den einzelnen 
Atomen der chemischen Substanzen und aus Elektronen auf. Beide 
Arten von Partikeln treten im Gitterverbande gleichberechtigt 
auf und wirken aufeinander mit gleichartigen Kräften. Das Gitter 
besteht aus einer periodischen Wiederholung einer Gruppe von 
Atomen und Elektronen im Räume; diese Gruppe ist elektrisch 
neutral. 

Aus dieser Grundhypothese werden wir im folgenden die wichtigsten 
Tatsachen der Kristallphysik deduktiv ableiten. 

Die Gleichberechtigung von Elektronen und Atomen im Gitter ist vom 
dynamischen Standpunkte aus selbstverständlich. Die alte Auffassung, daß 
die Moleküle im Atomverbande ihre Individualität behalten, kann ja dyna- 
misch nichts anderes bedeuten, als daß die Kräfte, die zwischen den Atomen 
eines Moleküls wirken, intensiver sind als die zwischen Atomen verschie- 



1) In der Literatur wird das Wort „Gitter** in einem engeren Sinne gebraucht. 
Das, was ich Gitter nenne, heißt bei Schön fließ (Kristallsysteme und Kristallstruktur, 
Leipzig 1891) „Punktsystem"; das Wort „Gitter** wird dort für den Begriff reserviert, 
den ich „einfaches Gitter** nenne. Mir erscheint das Wort „Punktsystem** zu farblos 
und nichtssagend. 
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dener Moleküle; dieser rein quantitative Unterschied wird durch die neue 
Auffassung von der Gleichberechtigung der Atome im Gitter sprachlich be- 
seitigt. Ganz dasselbe aber gilt auch von den Elektronen. Ob im Gitter- 
verbande ein Elektron dem einen oder dem andern Atome zugehört, ist nur 
ein quantitativer Unterschied, nämlich hinsichtlich der Größe der Kraft, 
die es von dem einen oder dem andern Atome erfährt. Selbst wenn die 
eine Kraft die andere ungeheuer überwiegen würde, wäre die Auffassung 
berechtigt, daß das Elektron nicht an ein einzelnes Atom gebunden ist, 
sondern ein selbständiges Partikel im Gitterverbande vorstellt. In jedem 
Falle ist diese Ausdrucksweise erlaubt, und sie ist vorzuziehen, weil dadurch 
eine einheitliche Auffassung gewonnen wird. 

An, Stelle von Atomen würden wir besser von „positiven Atomkernen" 
sprechen, die nach Rutherfords Hypothese übrig bleiben, wenn alle Elek- 
tronen das Atom verlassen haben. Die äußerst kleinen, schweren, positiven 
Kerne und die relativ großen, leichten, negativen Elektronen müssen nach 
der heutigen Kenntnis als Bausteine des Gitters betrachtet werden. 

Wir wollen nun der Reihe nach die aufgezählten einfachen Kristall- 
eigenschaften besprechen, den bisherigen Stand der Forschung feststellen 
und angeben, wie weit unsere Theorie darüber hinausführt. « 

1. Die Elastizitätstheorie der Existalle.^) 

Die ersten Forscher, die sich um die Aufstellung der elastischen Grund- 
gleichungen fester Körper bemühten, Navier, Poisson, Cauchy, gingen 
bekanntlich von molekularen Vorstellungen aus, wobei sie annahmen, daß 
die Moleküle aufeinander Zentralkräfte ausüben. Cauchy hat diese molekular- 
theoretischen Ansätze für anisotrope Körper entwickelt. Von Cauchy stammt 
auch die jetzt meist übliche Ableitung der elastischen Gesetze auf Grund der 
Vorstellung kontinuierlich verbreiteter Massen. Während beide Betrachtungs- 
weisen dieselbe Form der Bewegungsgleichungen liefern, unterscheiden sie 
sich durch die Anzahl der Elastizitätskonstanten, die in den Gleichungen 
zwischen Spannungs- und Verzerrungskomponenten auftreten. In der Konti- 
nuumstheorie führt der allgemeinste lineare Ansatz (Hookesches Gesetz) 
zwischen diesen beiden Größenreihen beim allgemeinsten Kristalle zu 36 Kon- 
stanten, die sich bei Annahme einer elastischen Energie auf 21 reduzieren. 
Die Molekulartheorie Cauchys aber liefert unter der Annahme von Zentral- 
kräften nur 15 unabhängige Elastizitätskonstanten; zwischen den 21 Kon- 
stanten der Kontinuumstheorie müssen also 6 Gleichungen, die „6 Cauchyschen 

1) Einen Abriß der geschichtlichen Entwicklung der Elastizitätstheorie findet 
man in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, 4. Bd. Mechanik, 4. Teil- 
band, C, 3, Art. 23, C. H. Müller und A. Timpe, die Grundgleichungen der mathe- 
matischen Elastizitätstheorie. Dort ist auch die Literatur angegeben. 
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Relationen" bestehen Man hat darnach lange Zeit eine Multikonstanten- und 
Rarikonstantentheorie unterschieden. Die meisten älteren Autoren hingen 
der letzteren an. ,,Erst unter dem Einfluß der englischen Schule, die den 
Begriff des elastischen Potentials in den Vordergrund rückte (G. Green, 
S. G. Stockes, W. Thomson), entschied man sich später für die Multi- 
konstantentheorie, deren Vorrang endgültig gesichert erscheint, nachdem sich 
gezeigt hat, daß die 6 Relationen unter den 21 Koeffizienten, die diese auf 
15 reduzieren, durch das Experiment nicht bestätigt worden sind^)". Es sind 
dann verschiedene Versuche gemacht worden, durch Abänderung der mole- 
kularen Betrachtungsweise die Anzahl der zur Verfügung stehenden Kon- 
stanten zu erhöhen. Poisson führte au Stelle der „materiellen Punkte'^ 
„starre Körper von polyedrischer Gestalt*^ als M(tleküle ein, und dieser Ge- 
danke wurde von W. Voigt^) erfolgreich durchgeführt. Er entspricht aber 
nicht unsem heutigen Vorstellungen vom Bau der Atome und Moleküle und 
von der Art, wie sich aus ihnen die Gitter zusammensetzen; für starre Bin- 
dungen ist da kein Platz. Auch hat diese Theorie keine Zusammenhänge 
mit anderen Vorgängen im Kristalle aufdecken können und ist insbesondere 
eine vollständige Erklärung der Piezoelektrizität schuldig geblieben. Ferner 
liegt ein Versuch von W. Thomson (Lord Kelvin)^) vor, dessen Gedanken 
sich genau in der Richtung bewegen, die in der vorliegenden Abhandlung 
verfolgt wird; Thomson stellt sich nämlich den Kristall als bestehend aus 
zwei „ineinander gestellten einfachen Punktgittem" vor und zählt dann auf 
geistreiche Weise ab, daß einem solchem Gebilde unter der Annahme von 
Zentralkräften im allgemeinsten Falle 21 Elastizitätskonstanten zukommen. 

Nachdem heute die Gitterstruktur der Kristalle als experi- 
mentelle Tatsache feststeht, ist es eine unabweisbare Forderung^ 
die Elastizitätstheorie molekulartheoretisch zu begründen. 

Ich werde im folgenden zeigen, daß das trotz der Resultate 
der älteren Autoren ohne weiteres gelingt, und zwar selbst dann,, 
wenn man sich auf Zentralkräfte beschränkt. 

Der Grund ist derselbe, auf dem die eben genannte Abzahlung Lord 
Kelvins beruht. Die Kristalle sind nämlich, wie wir jetzt wissen, keine 
„einfachen Gitter", in deren Eckpunkten Moleküle sitzen, sondern Systeme 
„ineinander gestellter einfacher Gitter*'; als „einfaches Gitter" be- 
zeichne ich dabei die Gesamtheit gleicher Partikel, Atome oder Elektronen, die 

1) Enzyklopädie, 1. c. S. 38. Dort findet man auch die Zitate der experimentellen 
Arbeiten von W. Voigt, welche die Rarikonstantentheorie widerlegten. 

2) W. Voigt, Göttinger Abh. 34 (1887), S. 1. 

3) W. Thomson, Edinburgh Roy. Soc. Proc. 16 (1890), S. 693; London Roy. Soc. 
Proc. Ö403 (1893), S. 59; Baltimorelectures, 2. ed. London 1904, S. 643; deutsche Aus- 
gabe davon, besorgt durch B. Weinstein, Vorlesungen über Molekulardynamik,. 
Anhang 1, 2, Leipzig, B. G. Teubner, 1909. 
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in den Schnittpunkten von drei Scharen paralleler, äquidistanter Ebenen sitzen. 
Solche allgemeiüen Gitter haben offenbar zwei Haupttypen von Beweglich- 
keiten; erstens können die einzelnen „ineinandergestellten einfachen Gitter" 
gleichartig verzerrt werden, ohne eine Verschiebung gegeneinander zu erleiden; 
zweitens können die einzelnen „einfachen Gitter" gegelieinander verschoben 
werden, ohne eine Deformation zu erfahren. Dieser zweite Typus der Beweg- 
lichkeit steckt in den älteren Molekulartheorien der Elastizität nicht darin. 
Erstens werde ich zeigen, daß, wenn man ihn vernachlässigt, notwendiger- 
weise die 6 Cauchyschen Relationen resultieren, selbst wenn man viel 
allgemeinere Kräfte als Zentralkräfte zuläßt, nämlich solche, die bei einer 
starren Bewegung des Gitters verschwinden. Zweitens werde ich zeigen, daß 
man, wenn man diesen zweiten Typus der Beweglichkeit berücksichtigt, die 
nötige Zahl neuer Konstanten gewinnt, die die Gesamtzahl der Elastizitäts- 
konstanten auf 21 ergänzt. Es treten nämlich neben den 15 Konstanten der 
alten Theorie zwei Reihen neuer auf. Während jene 15 Konstanten die 
Energie bei einer gleichartigen Deformation aller einfachen Gitter bestimmen, 
gibt es jetzt erstens noch eine Energie, die von der relativen Verschiebung 
der einfachen Gitter als starrer Gebilde herrührt, und zweitens eine wechsel- 
seitige Energie bei gleichzeitigem Auftreten beidet Deformationsarten. 

Die Theorie läßt sich unter Vermeidung der von den älteren Autoren 
benutzten Mittelwertbildungen bei der Berechnung der Spannungen in voller 
mathematischer Strenge durchführen. Ich komme auf die mathematische 
Methode nachher zurück. 

2. Die Piezoelektrizität und ihr Umkehreffekt. 

Eine vollkommen befriedigende Molekulartheorie der Pjezoelektrizität 
liegt nicht vor^). Es zeigt sich nun, daß unsere Theorie ohne jede 
neue Annahme den piezoelektrischen Erscheinungen gerecht 
wird. Wenn nämlich die Partikel geladen sind, wird eine Deformation, 
die eine relative Verschiebung der einfachen Gitter gegeneinander zur Folge 
hat, notwendigerweise ein elektrisches Moment erzeugen. Die Konstanten, von 
denen dieses abhängt, werden von den beiden neuen Energieanteilen herrühren, 
die wir eben genannt haben, und es zeigt sich, daß man genau die richtige Zahl 
von Konstanten erhält, diesowohlvoneinanderals von den Elastizitätskonstanten 
im allgemeinen Falle unabhängig sind. Auch die reziproke Erscheinung, daß 
ein elektrisches Feld in Kristallen Deformationen hervorrufen kann, ergibt 
sich zwanglos. 



1) Vgl. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik, Leipzig 1900, § 421, S. 846, u. Enzy- 
klopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. 5, 2. Teilband, Art. 16, F. Pockels, 
Beziehungen zwischen elektrostatischen und magnetostatischen Zustandsänderungen 
einerseits und elastischen und thermischen andererseits. 12, S. 386. 
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3« Die dielektrische Erregbarkeit und Dispersion. 

Bringt man das Kristallgitter in ein elektrisches Feld, so verschieben 
sich die positiven Partikel (Atome oder Kerne) in Richtung des Feldes, 
die negativen Partikel (Elektronen) in der entgegengesetzten Richtung. 
Auf diese Weise entsteht eine dielektrische Polarisation. Man sieht, daß 
die Kräfte, die sich diesen Verschiebungen widersetzen, von dem Energie- 
anteile herrühren müssen, der bei einer gegenseitigen Verschiebung der 
einfachen Gitter als starrer Gebilde auftritt; also werden die Dielektrizitäts- 
konstanten von den Koeffizienten dieses Energieanteils abhängen. 

Wenn das äußere Feld nicht statisch ist, sondern schwingt, so werden 
bei hinreichend schnellen Schwingungen die Trägheitskräfte ins Spiel kommen, 
und es wird Resonanz eintreten, wenn die Schwingungszahl des äußeren 
Feldes einer Eigenfrequenz des Kristallgitters nahe kommt. 

Diese Resonanzerscheinung ist es, auf die man seit Madelungs ^) grund- 
legender Entdeckung die Dispersion der Kristalle, besonders für ultrarote 
Wellen, zurückführt. Madelung hat nämlich bemerkt, daß man die Schwin- 
gungszahlen des ultraroten Lichtes, das von den regulären Kristallen Stein- 
salz, Sylvin, Flußspat selektiv reflektiert wird (Reststrahlen), aus den elasti- 
schen Konstanten dieser Substanzen berechnen kann. Eine genauere Theorie 
dieses Zusammenhanges haben v. Kärm an und ich^) angedeutet und W. Deh- 
linger^) hat sie näher ausgeführt. Der Grundgedanke ist der, daß man das 
elektrische Feld der Lichtwelle als gegeben ansieht und dann die Bewegung 
der Kristallpartikel als erzwungene Schwingung berechnet. Tritt Resonanz 
ein, so wird die Rückwirkung der Gitterschwingung auf die elektromagne- 
tische Schwingung besonders kräftig sein, wodurch die selektive Reflexion 
erklärt wird. 

Die wichtigste Frage der Theorie ist, ob man die für diese Resonanz 
in Betracht kommenden Schwingungszahlen aus den meßbaren Elastizitäts- 
konstanten berechnen kann. Ganz gewiß hängen beide von denselben Atom- 
kräften ab; die Anzahl dieser ist aber ungeheuer groß, und es ist die Frage, 
ob jene Schwingungszahlen einerseits, die meßbaren Elastizitätskonstanten 
andererseits wesentlich dieselben Kombinationen der Atomkräfte sind. 
Madelung hat sich diese Kräfte unter dem Bilde elastischer Stangen vor- 



1) E.Madelung, Nachr. d.K. Ges. d. Wies, zu Göttingen, Math.-phy8.KLl909, 1910. 

2) M. Born u. Th. v. Kärmän, Phys. Zeitschrift, 13, 1912, S. 297. Auf S. 299 
haben wir ein eindimensionales Modell behandelt. Für den dreidimensionalen Fall 
haben wir die Vermutung ausgesprochen, daß es bei regulären Kristallen 6 Reststrahl- 
frequenzen geben wird; diese Vermutung ist sowohl theoretisch unrichtig, wie Deh- 
linger gezeigt hat, als auch experimentell widerlegt. (H.Rubens, Sitzgsber. d. Kgl. 
Preuß. Akad. d. Wiss. 28, 1913, S. 513.) 

3) W. Dehlinger. Phys. Zeitschrift 15, 1914, S. 2Y6. 
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gestellt, die die Atome verbinden, und indem er die Zahl dieser Stangen 
hinreichend beschränkte, die Schwingungszahlen der kürzesten Wellen durch 
die Kompressibilität ausdrücken können. Dehlinger hat im Anschlüsse an die 
Ansätze, die v. Kärmän und ich für die Berechnung der spezifischen Wärme 
gemacht haben, angenommen, daß auf jedes Atom nur eine kleine Zahl 
Nachbaratome wirken; dabei kommen doch noch 5 atomistische und nur 
3 meßbare Elastizitätskonstanten vor, und es zeigt sich, daß ohne neue 
Annahmen eine Berechnung der Reststrahlfrequenzen aus den meßbaren 
Elastizitätskönstanten nicht möglich ist. 

Unsere Theorie wird die Frage, wie man für einen beliebigen Kristall 
aus den Atomkräften die Dispersionsfrequenzen berechnen kann, ganz 
allgemein beantworten. Ich sagte oben, daß die 6 Elastizitätskonstanten, 
welche die 15 Konstanten der älteren Molekulartheorien auf die Zahl 21 
der Multikonstantentheorie ergänzen, dadurch gewonnen werden, daß man 
die relativen Bewegungen der ineinander gestellten einfachen Gitter be- 
rücksichtigt, und es ist anschaulich klar, daß durch ein äußeres elek- 
trisches Feld gerade diese Bewegungen hervorgerufen werden müssen. 
Daraus ersieht man, daß die Dispersionskonstanten zwar für 
die Werte gewisser Elastizitätskönstanten mitbestimmend sind, 
daß sie sich aber im allgemeinen umgekehrt nicht aus ihnen 
berechnen lassen werden. Andrerseits geht aus der Übereinstimmung 
der Größenordnung, welche die Rechnungen Madelungs ergeben haben, 
hervor, daß die in einander gestellten Raumgitter gegenseitig mit Kräften 
derselben Art aufeinander wirken wie die gleichartigen Atome eines und 
desselben einfachen Gitters. Man kann hierin eine dynamische Bestäti- 
gung der Gleichwertigkeit der Partikel im Kr istall verbände sehen, die 
von Bragg für die Atome geometrisch erwiesen worden ist; auch dyna- 
misch ist der Kristall ein einziges riesiges Molekül. 

Der Übergang von der durch das äußere Feld erzeugten Polarisation 
zu den optischen Konstanten birgt eine Schwierigkeit. Wir werden zu- 
nächst den üblichen Weg einschlagen und die mechanischen Schwingungs- 
gleichungen rein äußerlich mit den Maxwellschen Gleichungen verknüpfen. 
Dabei rechnet man die Gitterschwingungen so, als wäre das elektrische 
Feld räumlich konstant, d. h. die Wellenlänge unendlich groß; die so er- 
haltene Dielektrizitätskonstante identifiziert man dann nach Maxwell mit 
dem Quadrate des Brechungsindex, wobei im Widerspruche dazu die Wellen- 
länge als endlich angesehen wird. In der Tat gewinnt man so das Fresnelsche 
Gesetz der Lichtausbreitung, in dem die ganze formale Kristalloptik ent- 
halten ist, und die Dispersionsformeln, die die Abhängigkeit der op- 
tischen Konstanten (Dielektrizitätskonstanten, Brechungsindex) von der 
Schwingungszahl darstellen. Die Dispersionsformel bekommt genau dieselbe 
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Gestalt wie in der einfachen Drudeschen Theorie, die mit voneinander 
anabhängigen Resonatoren operiert. Die charakteristischen Eigenfrequenzen 
zerfallen in 2 Klassen, die dem Vorhandensein von 2 Sorten von Partikeln 
entsprechen, nämlich Elektronen und Atome oder Atomkerne; das Ver- 
hältnis der beiden Schwingungszahlen ist von der Größenordnung der 
Wurzel aus dem Massenverhältnisse der beiden Partikelarten. Wenn die 
Schwingungszahlen der ersten Sorte im Ultraviolett liegen, so liegön die 
der zweiten im Ultrarot; damit bestätigt sich ein von F. Hab er ^) für an- 
gekoppelte Schwingungen bemerktes Gesetz. 

Dieser Ansatz ist jedoch sehr unvollkommen; eine strenge Molekular- 
theorie darf nicht die für kontinuierliche Medien geltenden Maxwellschen 
Gleichungen heranziehen. Wir werden nachher sehen, wie man zu einer 
reinlichen Theorie gelangt. 

4. Die speziflsohe Wärme. 

/ 

Die kinetische Theorie der Wärme sieht den Wärmeinhalt in der 

Bewegung der kleinsten Teilchen, bei den festen Körpern also in den 
Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslagen. Da die Schwingungs- 
amplitude, wie eine Überschlagsrechnung zeigt, im Mittel klein ist gegen 
den Atomabstand, so gehören die Wäimeschwingungen zu den hier er- 
örterten Problemen. Während die gewöhnliche statistische Mechanik nur 
den Grenzwert der spezifischen Wärme bei hohen Temperaturen (das Gesetz 
von Dulong und Petit) liefert, bei tieferen Temperaturen aber der Er- 
fahrung widerspricht, ist es Einstein durch Anwendung der Quanten- 
theorie gelungen, den Verlauf der spezifischen Wärme für alle Temperaturen 
qualitativ richtig darzustellen. Einstein faßt die Atome als Resonatoren 
von bestimmter Eigenfrequenz auf, denen die mittlere Energie zukommt, 
die ein Planckscher Resonator von derselben Frequenz unter der Wirkung 
der schwarzen Strahlung annimmt. Nachdem es sich gezeigt hatte, daß die 
Annahme einer Atomfrequenz nicht genügt*), wurde die Theorie von 
Debye^) einerseits, von v. Kärmän und mir*) andererseits für reguläre 
Kristalle verbessert durch Berücksichtigung der Koppelungen zwischen 
den Atomen, die ein nahezu kontinuierliches Spektrum von Eigenfrequenzen 
hervorrufen. Die beiden Theorien unterscheiden sich nur in der Methode 
der Abzahlung dieser Eigenfrequenzen; während Debye den aus ^Atomen 
bestehenden Kristall als ein Kontinuum vorstellt, von dessen unendlich 



1) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. XIII, Nr. 24, 1911, S. 1117. 

2) W.Nernst und Lindemann, Sitz.-Ber. d. Preuß. Akad. d.Wiss. 1911, S. 347. 

3) P. Debye, Arch. de Genfeve 1912, S. 256, Ann. d. Phys. 89, 1912y S. 789. 

4) M. Born u. Th. v. Kärmän, Phys. Zeitschr. 13, 1912, S. 294, 14, 1913, S. 15, 
14, 1913, S. 65. 
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vielen Eigenschwingungen er die ersten 3 N mit denen des Kristalls näherungs- 
weise identifiziert, haben von Kärmän und ich den endlichen Kristall durch 
ein nach allen Seiten unendliches Raumgitter ersetzt, das ein streng kon- 
tinuierKches und leicht zu übersehendes Spektrum von endlicher Ausdehnung 
besitzt. Für den Wert der spezifischen Wärme ist in jedem Falle maß- 
gebend die Maximal Frequenz des elastischen Spektrums. Diesa erweist sich 
wiederum den Reststrahlfrequenzen dicht benachbart, wenn auch eine volle 
Übereinstimmung ungezwungen fast niemals erreicht werden konnte. 

In dieser Abhandlung soll die Theorie der spezifischen Wärme auf be- 
liebige Kristalle ausgedehnt werden. Dabei handelt es sich zunächst um die 
Bestimmung des Spektrums der elastischen Eigenschwingungen. Für einfache 
reguläre Punktgitter haben v. Kärmän und ich eine Eigenschaft dieses 
Spektrums bewiesen, die man als den „Satz von der Konstanz der Dichte 
der Eigenschwingungen imPhasenraume" bezeichnen kann-, dabei ent- 
spricht jeder Punkt des Phasenraumes einer Eigenschwingung (ebenen Welle) 
von bestimmter Wellenlänge und Wellennormale. Zur Berechnung der 
spezifischen Wärme ist jetzt nur noch nötig zu wissen, welche Frequenzen 
jedem Punkte des Phasenraumes, d. h. jeder Welle von bestimmter Richtung 
und Länge, zugeordnet sind. Es ergibt sich nun, daß im aUgemeinsten 
Falle zu jeder Welle genau so viele Frequenzen gehören, als die Anzahl 
der einfachen Gitter beträgt, die, ineinander gesetzt, den Kristall bilden 
— gleichgültig, ob jedes dieser Gitter aus andern Partikeln besteht oder nicht. 
Das Spektrum zerfällt also in ebenso viele getrennte Zweige. Von diesen 
haben aber drei einen andern Charakter als die übrigen; und zwar ent- 
spricht diese Teilung genau wieder jenen zwei Bewegungsmöglichkeiten 
der Gitterpunkte, auf die wir schon mehrmals hingewiesen haben. Es gibt 
nämlich für jede Welle (jeden Phasenpunkt) drei Schwingungen, bei denen 
sich die Einzelgitter in erster Näherung nicht gegeneinander verschieben, 
sondern sich alle in gleicher Weise deformieren; diesen entsprechen drei 
miteinander zusammenhängende Zweige des Spektrums, die sich von der 
Schwingungszahl Null an erstrecken und mit den gewöhnlichen akustischen 
Schwingungen identisch sind. Außer diesen gibt es aber für jede Welle 
noch eine Anzahl von Schwingungen, bei denen jedes Einzel gitter un- 
deformiert bleibt und nur als Ganzes gegen die andern schwingt; unter 
ihnen müssen die für die Dispersion des Lichtes maßgebenden Frequenzen 
(besonders die Rest Strahlfrequenzen) vorkommen. Jeder solche Zweig des 
Spektrums wird nun einen Anteil zur spezifischen Wärme liefern. Es 
wäre äußerst schwierig, diese Werte streng zu berechnen, wegen des üm- 
standes, daß bei einem Punktgitter, im Gegensatze zum Kontinuum, Wellen- 
länge und Schwingungszahl — nicht einmal für die drei „akustischen" 
Schwingungen — umgekehrt proportional sind; aber man kann annehmen, 

Math. Monogr. 4: Born, ErlBtall gitter. 2 
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daß diese elastische „Dispersion'' für den Verlauf der spezifischen Wärme 
wenig ausmacht und sich dabei auf die Genauigkeit berufen, mit der Debyes 
Formel trotz der Vernachlässigung der elastischen Dispersion die Be- 
obachtuingen an, regulären Kristallen und quasiisotropen Metallen darstellt. 
Erlauben wir uns also dieselbe Vernachlässigung^ so ergibt sich schließlich 
für die spezifische Wärme eine Summe von Gliedern von folgendem Charakter: 
die ersten drei Summanden haben die Gestalt der Debyeschen Formel 
und enthalten als einzige Eonstante je eine Maximalfrequenz^ die sich aus 
den meßbaren elastischen Konstanten (Schallgeschwindigkeiten) berechnen 
läßt; die übrigen Anteile haben die Gestalt der einfachen Einsteinschen 
Formel und enthalten je eine besondere Frequenz^ unter denen gegebenen 
Falls die ultraroten Reststrahlfrequenzen auftreten müssen.^) Dieses Resultat 
ist in mancher Hinsicht merkwürdig. 

Die Maximalfrequenz der Debyeschen Formel ist zwar aus 
den Elastizitätskonstanten zu berechnen, es ist aber keine Rede 
davon, daß sie mit einer Reststrahlfrequenz übereinstimmt; viel- 
mehr liefern diese weitere selbständige Anteile zur spezifischen 
Wärme. 

5. Die formale Eristalloptik. 

Die Methode, mit der gewöhnlich die KristaUoptik behandelt wird, 
haben wir schon bei der Besprechung der Dispersion angedeutet; es ist eine 
Mischung von Molekulartheorie und Kontinuumstheorie. Der einzige er- 
folgreiche Versuch, die Gesetze der Lichtfortpflanzung in Kristallen aus 
der Gitterstruktur zu erklären, ist von P.P.Ewald*) unternommen worden. 
Dieser betrachtet ein einfaches Gitter, in dessen Eckpunkten Dipole sitzen, 
die quasielastisch um ihre Gleichgewichtslagen schwingen können. Der 
Grundgedanke ist, daß der Schwingungsvorgang im Innern des Kristalls als 
„freie", nicht als „erzwungene" Schwingung aufzufassen ist. Von einer „ein- 
fallenden" Welle im Sinne der gewöhnlichen Dispersionstheorie ist nicht die 
Rede; die Anregung der Dipole geschieht im Innern des Kristalles nur 
durch die gegenseitige Zustrahlung. Das Verschwinden der „einfallenden" 
Welle erklärt sich durch die Wirkung der Randschichten; diese haben 

1) W. Nein st hat wohl zaerst bei dem Göttinger Wolfskehlkongreß daraufhin- 
gewiesen, daß bei manchen Körpern die Hinzufügung eines „Einsteinschen*^ Gliedes 
zur Debye&chen Formel nötig ist, um die spezifische Wärme gut darzustellen. Aller- 
dings begründete er diesen Ansatz auf andere Weise; er schreibt den „Debyeschen** 
Anteil den Schwingungen der Moleküle, das Zusatzglied den Schwingungen der Atome 
im Moleküle zu. P. Debye selbst hat dann bemerkt, daß aus Kaimans und meinen 
Rechnungen hervorgeht, daß ein aus verschiedenen Atomen bestehendes Gitter von 
selbst das Zusatzglied liefeit. 

2) P.P.Ewald, Dispersion und Doppelbrechung von Elektronengittern (Kristallen). 
Inaug.-Diss. München, 1912. 
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die Aufgabe, die nach außen reflektierte Welle hervorzubringen und nach 
innen die einfallende WeUe durch eine von entgegengesetzter Phase zu 
zerstören. 

Man umgeht die schwierige Betrachtung der Randschichten, indem man 
den Kristall unendlich groß annimmt; es genügt dann offenbar zur Be- 
gründung der Ewaldschen Auffassung zu zeigen, daß sich eine elektro- 
dynamische Störung vom Charakter einer ebenen Welle in dem unendlich 
ausgedehnten Kristallgitter fortpflanzen kann. Ewald zeigte, daß sieb da- 
bei nicht nur die Doppelbrechung ergibt, sondern auch die Dispersion in 
Übereinstimmung mit der Lorentzschen Theorie. 

Diese Betrachtungen in die allgemeine Gitterdynamik einzuarbeiten 
schien unumgänglich. Dabei tritt die Komplikation hinzu, daß in den Gitter- 
punkten nicht quasiel&stisch gebundene Dipole sitzen, sondern daß alle 
Partikel ein mechanisch gekoppeltes System bilden. Die Aufgabe ver- 
wandelt sich daher sofort in folgende allgemeinere: Außer den mechanischen, 
über kurze Entfernungen praktisch zeitlos wirkenden Kräften zwischen den 
Partikeln sind die von ihren Ladungen herrührenden elektromagnetischen 
Kräfte zu berücksichtigen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten 
und nur mit dem reziproken Quadrate der Entfernung abnehmen. Man 
gelangt also dazu, diese Theorie als „Elektrodynamik der Raumgitter'' der 
vorher behandelten „Mechanik'' an die Seite zu stellen. Ich habe sie in 
dem zweiten Teile des Buches dargestellt. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen sind natürlich äußerst kom- 
pliziert. Aber für ebene Wellen reduzieren sie sich so, daß sie der Be- 
handlung zugänglich werden. Man erhält dann Verallgemeinerungen der 
mechanischen Schwingungsgleichungen des ersten Teiles. Auch die Dis- 
kussion dieser Gleichungen hat ebenso zu geschehen wie im ersten Teile. 
Man betrachtet den Grenzfall äußerst langer Wellen, der allein für die 
Praxis in Betracht kommt. Mathematisch ist dieses Vorgehen von dem 
Ewalds gänzlich verschieden; ich schließe mich vielmehr einer Darstellung 
der Ewaldschen Theorie an, die D. Hilbert in einer Vorlesung gegeben hat. 

Auf diese Weise findet man die Modifikationen der mechanischen Theorie, 
die durch die elektromagnetischen Wirkungen eintreten. Sie äußern sich 
in der Elastizitätstheorie durch gewisse Zusatzglieder, die allerdings für 
die Beobachtung nicht in Betracht zu kommen scheinen. 

Die ganze Kristalloptik aber erscheint als Verallgemeinerung jener 
Wellen im Gitter, bei denen die einzelnen einfachen Gitter als starre Ge- 
bilde gegeneinander schwingen; es zeigt sich nämlich, daß solche freien 
Schwingungen nicht nur bei diskreten Frequenzen, sondern bei allen Fre- 
quenzen möglich sind. Im allgemeinen aber sind die Amplituden der Par- 
tikelschwingungen ganz gering, dann hat man eine Lichtwelle vor sich; 
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nur bei den diskreten Frequenzen, die wir Dispersionsfrequenzen nannten, 
können sich Wellen mit sehr großen Amplituden fortpflanzen, das sind 
die für die spezifische Wärme maßgebenden Schwingungen. Von Resonanz 
ist aber eigentlich keine Rede, denn es ist gar'keine einfallende Welle vor- 
handen. Verfolgt man die geometrischen Gesetze der Lichtfortpflanzung 
genauer, so erhält mau wiederum das Fresnelsche Gesetz und die ganze 
formale Kristalloptik. Hinsichtlich der Dispersionsformel tritt ein Umstand 
ein, der dem zwischen der Drudeschen und der Lorentzschen Theorie 
bestehenden Unterschiede entspricht. Die Dispersionsfrequenzen liegen nicht 
genau dort, wo sie bei Berücksichtigung der mechanischen Kräfte allein 
liegen würden, sondern sie sind durch die gegenseitige elektromagnetische 
Beeinflussung der Partikel ein wenig verschoben. Diese Verschiebung ist 
die genaue Verallgemeinerung des Ansatzes von H. A. Lorentz, der die 
gegenseitige Beeinflussung durch den Zusatz -3^ zur äußeren elektrischen 
Kraft berücksichtigt, wobei ?ß die entstandene dielektrische Polarisation ist. 
Die Verschiebung der Eigenfrequenzen hängt in derselben Weise wie bei 
Lorentz von der Dichte ab. 

6. Die optische Aktivität. 

Wenn die gewöhnliche Doppelbrechung der Kristalle als reine Folge- 
rung der Strukturhypothese erscheint, so wird man erwarten, daß auch 
die zirkuläre Doppelbrechung in Richtung der optischen Achsen ohne neue 
Annahmen verständlich sein wird. Gewöhnlich führt man zu ihrer Erklä- 
rung eine neue Hypothese ein. Man schreibt den optisch aktiven Kristallen 
die Eigenschaft zu, daß das elektrische Feld auf die mitschwingungsfähigen 
Teilchen nicht in der gewöhnlichen Weise wirkt, sondern eine merkwür- 
dige rotatorische Kraftwirkung auf sie ausübt. Für diese fehlt jedes Ver- 
ständnis und jede Analogie. 

Unsere Theorie liefert die optische Aktivität ohne weiteres. 
Und zwar kommt es so heraus: Die gewöhnliche Kristalloptik ist nur eine erste 
Näherung für die Gesetze der Fortpflanzung langer elektromagnetischer Wellen; 
die -zweite Näherung aber liefert gerade solche Zusatzglieder, daß das Kri- 
stallgitter, wenn es hinreichend allgemein ist, optisch aktiv erscheint. 

Dies ist ein befriedigender Schlußstein der ganzen Theorie. 

Zum Ende der Einleitung seien einige Worte über die mathematische 
Methode gesagt. Der auffallendste Punkt ist der, daß in dem ganzen Buche, 
obwohl es eine reine Molekulartheorie enthält, von Mittelwerten an keiner 
Stelle die Rede ist. Mittelwertsbildungen werden aber sonst bei allen mole- 
kulartheoretischen Betrachtungen als unvermeidlich angesehen. Ich behaupte, 
daß das keineswegs überall berechtigt ist. Man kann die Molekulardynamik 
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in zwei Teile scheiden, die man kurz so charakterisieren kann: Der eine Teil 
hat mit der Temperatur zu tun, der andere nicht. Nur die Betrachtungen 
erster Art haben das Recht und die Pflicht, Mittelwerte und Statistik zu 
benutzen; denn der Temperaturbegriff selbst wurzelt in dem statistischen 
Begriffe der Wahrscheinlichkeit eines Zustandes. Bei allen andern Unter- 
suchungen aber ist die Mittelwertsbildung nur ein Eingeständnis mathe- 
matischer Ohnmacht. Ich will damit nicht sagen, daß solche Methoden 
überall zu verwerfen seien; bei der Erforschung von wissenschaftlichem 
Neulande ist jedes Mittel gerechtfertigt, das zum Ziele führt, und die Er- 
kenntnis neuer Tatsachen ist — zum Unterschiede mit dem analogen Falle 
der moralischen Welt — wichtiger als die Reinlichkeit des Weges, auf 
dem sie gewonnen werden. 

Wenn es sich aber um die systematische Darstellung eines Gebietes 
handelt, so ist auch methodische Vollkommenheit zu erstreben. Der Weg, der 
wohl überall in der Molekularphysik von den ungeheuer vielen Gleichungen 
der Einzelvorgänge zu den wenigen phänomenologischen Gesetzen führen wird, 
ist zuerst von Hilberth) in seiner Gastheorie angegeben worden. Die 
phänomenologischen Gesetze erscheinen nämlich als die Bedingungen dafür, 
daß die Gleichungen der Molekularvorgänge auflösbar sind. Das ist eine Art 
Eliminationsprozeß, der die angeheure Variabeinzahl des Mikrokosmos auf 
die geringe Variabeinzahl der sichtbaren Welt in strenger Weise reduziert. 
Es ist mir gelungen, diese Methode auf die Gittertheorie anzuwenden. Am 
schönsten offenbart sich ihre Kraft bei der Erklärung der optischen Aktivität. 

In jeder physikalischen Theorie ist zwischen physikalischen und mathe- 
matischen Konstanten zu unterscheiden. Erstere bedingen die Dimension 
und Größenordnung der physikalischen Zahlen; letztere werden oft mit 
Verachtung gestraft, indem man sie kurz als „von der Größenordnung 1'^ 
annimmt und bei „Dimensionsbetrachtungen" schlankweg gleich 1, oder 
unter Umständen gleich 27t setzt. Es schien mir nützlich, diese beiden 
Arten von Konstanten scharf zu trennen. Man erreicht dies leicht, indem 
man dem Gitter ein ihm ähnliches zuordnet, dessen Elementar-Parallelepiped 
das Volumen 1 hat, und die mathematischen Betrachtungen an dieses Gitter 
anknüpft. Dann werden die mathematischen Konstanten für alle Gitter 
gleicher Struktur identisch und die Formeln setzen in Evidenz, daß der 
Unterschied dieser Gitter nur auf der Verschiedenheit der Ladungen, Massen, 
Atomkräfte und der absoluten Dimension des Elementar-Parallelepipeds beruht. 

Die Ziele, die meiner Meinung nach die Gittertheorie der Kristalle 
weiter zu verfolgen hat, werde ich im Schlußworte auseinandersetzen. 

1) D. Hubert, Math. Ann. 72. Bd. 1912, S. 562. Ausführlicher hat Hubert seine 
Methoden in einer Göttinger Vorlesung „Mechanik der Eontinua auf Grund der Atom- 
theorie*^ (W. S. 1911/12) dargelegt. 
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Erster Teil. 
Die Mechanik der Kristallgitter. 

Erstes Kapitel. 

Das Kristallgitter und seine innere Energie. 

§ 1. Besohreibung des Gitters und Bezeiohnungen. 

Das allgemeinste Kristallgitter kann man auf folgende Weise erzeugt 
denken. 

Von einem beliebigen Punkte aus mögen 3 Vektoren ausgehen, die 
das Elementar-Parallelepipedon des Gitters bestimmen und die wir mit 

bezeichnen. Dabei ist S ein Skalar, den wir Elementarabstand nennen; 
das Volumen des von den Vektoren a, 6, c gebildeten Parallelepipedons 
sei gleich der Raumeinheit: 



(1) 



a a Q 

B B 6 

*'x *'y '^z 

c c c 

^x ^v ^z 



= 1. 



Das Volumen des Elementar-Parallelepipedons ist daher gleich d^. Inner- 
halb dieses Parallelepipedons befinden sich s Partikel, die teils gleicher 
Art, teils verschieden sein können; einige von ihnen sind Elektronen, an- 
dere Atome oder positive Atomkerne. Die Natur der Partikel kommt für 
viele der folgenden Überlegungen nicht in Betracht. Auch ist nach der 
Strukturtheorie das zu einem gegebenen Gitter gehörige Elementar-Pä- 
raUelepiped nicht eindeutig bestimmt; doch ist diese Vieldeutigkeit im 
folgenden unwesentlich. (Fig. 1 s. Tafel.) 

Die Lage der s Partikel möge durch die vom Punkte aus nach ihnen 
hin gezogenen s Vektoren t^^M, x^^^d, . . . x^'^d bestimmt sein. Wir wollen 
die Konfiguration dieser s Partikel die Basisgruppe nennen. Das ganze 
Gitter entsteht jetzt dadurch, daß man die Basisgruppe allen Translationen 
unterwirft, die durch ganzzahlige Vielfache der Vektoren ad, hd, cd cha- 
rakterisiert werden. 

Die Gesamtzahl der Partikel des Kristalles sei NSy wobei N die An- 
zahl der zur Basisgruppe kongruenten Gruppen von Partikeln angibt, die 
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durcH die genannten Translationen entstehen. Jeder Gitterpunkt ist also 
der Endpunkt eines von aus gezogenen Vektors r/*m,n*, wobei 

(2) C« = t^*^ + ?a.+ m\) + nc, (Ä == 1, 2, . . . 5) 

gesetzt ist und l, m, n drei ganze Zahlen bedeuten. Für ein festes Wert- 
system l, m, n erhält man eine der Basisgruppe kongruente Gruppe^ wenn k 
die Werte 1, 2, ... s annimmt. Durchlaufen Z, m, n bei festem k, alle 
ganzen Zahlen^ so erhält man ein ^^einfaches Gitter^'^ das aus lauter 
gleichen Partikeln besteht, die in den Schnittpunkten dreier Scharen par- 
alleler, äquidistanter Ebenen sitzen. 

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensysteme mit dem Null- 
punkte haben die Gitterpunkte die Koordinaten arifm,«^, yl*w,nÄ, ^\%,nS, wo 



(20 



,(*) M 



f<4.« = x7 + K+mb,+ wc^, 



Durch die Einführung des Faktors 8 haben wir dem Gitter ein ihm 
ähnliches zugeordnet, dessen Elementar-Parallelepipedon das Volumen 1 
hat; wir nennen es das zugehörige Obergitter. 

Die Punkte des Obergitters sind die Endpunkte der von aus gezo- 

genen Vektoren r!,»»,«, und ihre Koordinaten sind durch (2') gegeben. Die 
Abstände benachbarter Partikeln des Obergitters haben die Größenordnung 1, 
so z. B. die Länge der Vektoren a, B, c, x^^\ . . . r^*^ und für absolut kleine 

Z, m, n auch r;,m,n. Ini folgenden werden wir die Betrachtung häufig an 

das Obergitter anknüpfen, z. B. vom Gitterpunkte t/fi,,» sprechen, wenn 

der Endpunkt des Vektors rlfi,»»^ gemeint ist. 

Mit Hilfe des Obergitters kann man die Größenordnungen leicht über- 
sehen. 

Für den Vektor, der im Obergitter von irgend einem Partikel der 

Basisgruppe ro*o,o = x^**^ nach einem beliebigen Punkt t/,L,n gezogen wird, 
wollen wir ein besonderes Zeichen einführen, indem wir setzen: 

(3) r?;;!?. - r^.» - r^co » x"" - r^"' + «a + m6 + «c; 

die Komponenten bezeichnen wir entsprechend mit 

•*'/,m,n> iflyin,nf ^l^m^n,' 

Zieht man nun einen Vektor von irgendeinem Partikel rr,l/,n' nach irgend- 
einem andern ri,m,n, so läßt sich dieser offenbar 

y^) M-l'fin-m'tn — n' = ''l^m^n — t. ',m',n' 

schreiben. 



1 g Bezeichnungen 

Ferner gilt die Relation: 

Obwohl, wie wir schon sagten, einzelne Partikel der Basisgruppe einander 
gleich sein können, wollen wir doch für die Massen der s Partikel der 
Basisgruppe ebenso viele Zeichen einführen 

m^y m^, . . . w,. 

Wenn unter den Partikeln Elektronen sind, so werden die zugehörigen nij^ 
gleich der Elektronenmasse ^ sein, die im Vergleich zu der Masse der Atome 
oder Kerne äußerst klein ist. Die gesamte Masse der Basisgruppe ist: 

s 

(6) > m =^nii^. 

Da diese im Elementarvolumen enthalten ist, so ist nach (1) die Dichte 
des Kristalles: 

(7) Q=jr 

Jedes Partikel kann eine kleine Verschiebung aus seiner Gleichgewichts- 
lage erfahren; die Komponenten der Verschiebung bezeichnen wir mit: 

<m,nO, <m,n*, W?),/«,«*, 

WO wi*m,»; • • • ^^^ ^®^ Größenordnung 1 sind und die Verrückungen der 
Punkte des Obergitters bezeichnen. 

Im folgenden werden Summen über die Indizes l,m,n und Je zu bilden 
sein. Wir wollen diese beiden Arten von Summationen durch verschiedene 
Zeichen deutlich machen: 

Die Summation über die Punkte eines einfachen Gitters bezeichnen 
wir mit 

Die Summation über die Punkte der Basisgruppe bezeichnen wir mit 

k 

Bei den meisten Betrachtungen kann man die Endlichkeit des Kri- 
stalles und die besonderen Umstände am Rande vernachlässigen; das Raum- 
gitter wird dann als unendlich angesehen und die Summation über Z, m, n 
von — oo bis -f oo erstreckt. Nur wenn aUe Summenglieder von derselben 
Größenordnung sind, ist das nicht erlaubt. Die Summation über h ist 
immer von 1 bis s zu erstrecken. Die Anzahl aller Summenglieder einer 

Summe S ^ ist also gleich der Anzahl Ns aller Partikel. 

(i,w,») k 
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§ 2. Die potentielle Energie und die inneren Kräfte. 

Wir stellen uns im ersten Teile auf den Bo^en der klassischen Me- 
chanik und machen folgende Annahmen: 

Die zwischen den Partikeln wirkenden Kräfte sollen sich zeit- 
los fortpflanzen. 

Sie sollen eine potentielleEnergie besitzen, die von denKoor- 
dinaten allerPartikelabhängtundimnatürlichen Gleichgewichts- 
zustande ein Minimum hat, und sie sollen verschwinden, wenn 
man das ganze Kristallgitter als starren Körper bewegt. 

Entwickelt man die potentielle Energie O nach Potenzen der^kleinen 
Verrückungen aus der natürlichen Gleichgewichtslage, so müssen wegen 
des Minimums die linearen Glieder verschwinden und die Glieder zweiter 
Ordnung jeine positiv definite quadratische Form der Verrückungskompo- 
nenten bilden, die wir folgendermaßen ansetzen: 

^ k {l,rn,n) k' {l\ru',n') 
, 7?(*, * „ (*) jn j_ pih k .,, (*) ... (* 

I o !?(*'* (*) (*0 

Über die Koeffizienten ist folgendes zu sagen. 

Erstens müssen die Koeffizienten der rein quadratischen Glieder po- 
sitiv sein; daher ist vorauszusetzen, daß 

A{k,k) -Dik.k) ^{k,k) 

negativ sind. ^ü,o,o, ^ü,o,o, Oo,o,o 

Ferner muß vor allen Dingen angenommen werden, daß die Koeffi- 
zienten -4lfi*2, ... so rasch mit wachsenden Z, m, n abnehmen, daß die 
Summen konvergieren. Die Erfahrung lehrt, daß die Molekularkräfte schon 
auf äußerst kurze Entfernungen unmerklich werden. Daher kann man die 
Reihen als sehr rasch konvergent ansehen. 

Der gitterartige Charakter des Systems kommt darin zum Ausdrucke, daß 
die Koeffizienten nur von den Differenzen der Indizes ? — T, m — m', w — w' 
abhängen. 

Dann muß offenbar 

' j (*',/:) __ j (*,*') 

-^ — l,—'m, — n — ^^l,m,n) • • • 

■p{k',k) __ ■fp{k,k') 

•'-^ — l, — m, — n — -^1,111,11} • • • 

sein. Besitzt der Kristall Symmetrieelemente, so haben diese weitere Rela- 
tionen zwischen den Koeffizienten zur Folge; wir gehen aber hier auf diese 
Frage nicht ein. 



(9) 
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Weitere GleichmigeD zwischen den Koeffizienten folgen aus der Forde- 
rung^ daß bei einer starren virtuellen Bewegung des Systems kein Partikel 
eine Kraft erfahrt. Die Komponenten der auf ein Partikel x\%^n wirkenden . 
Kraft; die wir mit Xj*«,« S, F/fi,n *, Z[%n S bezeichnen, ergeben sich ans 
(8) als die negativen Differentialquotienten nach M/,m,«^, t;ifi,„d, w;/*i,n<J; 
man findet: 

k' (r,m',n') Tp{k,k') (if) \ 

+ -^/-/',m-m',it— «'t(?r,m',»7, 



(10) 



(11) 



^k) y^ Q f^(k,k') (O T>(*,*') (*0 

k' {l'ym\n') Tpikfk') (*') \ 

-r ^i-/^m-m^«-n'W^^,rft^nV• 
Die8e müssen bei jeder infinitesimalen Translation und Rotation aller Par- 
tikel verschwinden; wenn man also 

einsetzt, so müssen die Faktoren von fAyV,WyP,q,r gleich Null sein. So 
findet man die Gleichungen: 

* (^»Ä»»«) * (^M,n) A (Z,»i,n) 
A; (2,7/t, n) 

* (/,»r*,n) 
k {l,m,n) 

i: (/,m,n) 
I A; (;, m, n) 

y S r7r(*'*')J*) _i^(M')^(*) ^ A. 

* (/,»«,/,) 

* (/,m,n) 
^ Q ('7?(*»*')J*) Mk,k') (k) \ r. 

k {l,m,n) 
' A; (J, Jhf n) 

Von den 9 Gleichungen (12) sind nur 8 unabhängig. 



(12) 
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« 

Wegen der Gleichungen (11) kann man der potentiellen Energie 
«ine Gestalt geben, in der nur die relativen Verrückungskom- 
ponenten der Partikel auftreten. 

Bezeichnet man nämlich mit ^' S' ^^^ Summation über alle In- 

k! {Vym'.n') 

dizes, ausgenommen ä'=ä, V = 1, m' ^ m, n'^n, so kann man die 
rc-Komponente der Kraft so schreiben: 

-^Z,w<,n =* -^0,0,0W/,m,n "T tro,0,0^/,w,n "T -^0,0,0 **?/,„<,» 

Nun ist nach (11) 

C -i-J- j -^0,0,0 "" — ^ )0 ^l-l\m-m'yn-n' j • • -j 

daher wird 

(10-) Xl*>,»=^ S {^**-r?m-m'.»-,'(«i*I'„—«ifl.n) + •••}, 

A' (r,in',n') 

und entsprechendes gilt für die y- und ;er-Komponente; dabei können die 
Striche an den Summenzeichen wieder fortblei]pen, da das Glied h =^k\ 
l = Vy m = m', n^n' ohnedies fehlt. Die potentielle Energie stellt sich 
dann als negative Arbeit so dar: 

^ * (^m,n) 

oder: 

^ * {hm,n) k' (r,m',n') 

k'{y,m',n') 
*' (r,m',n') 

Vertauscht man hier h, l, m, n mit Je', V, m\ n und bildet die halbe Summe 
beider Ausdrücke, so erhält man: 

(8-) * = ?^ S -2" S {^f-l1?»-»'.,-»'Ä, - <l'.n-)' + • • • 

Da O positiv definit ist, müssen die Koeffizienten der rein quadratischen 
Glieder positiv sein. Die ursprüngliche Gestalt (8) von O lehrt, daß 

j(*,*) T^*,*) W*,*) 

-^0,0,0> -^0,0,0j ^0,0,0 

negativ sind; diese kommen in der neuen Gestalt (8') von O gar nicht 
vor, und man liest aus (8') ab, daß die sämtlichen übrigen Koeffizienten 

positiv sind; das ist in Übereinstimmung mit (11) oder (11'). 
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Ersetzt man l — V, m — m\ n — fi' durch l\ m\ n', so läßt sich ^ 
schließlich noch so schreiben: 

(8") <I> = V ^ S 2 S {^}-'«?.»'Än - «f:V,»-.>-n')' + • • • 

I OT?(*»*') f (*) (^O ^ /^ (*) (**) ^ I \ 

Für verschiedene Zwecke wird der eine oder der andere der drei Aus- 
drücke (8), (8'), (8") für ^ bequem sein. 

« 

§ 3. Spezialfall der Zentralkräfte. 

Die Annahme, daß zwischen je zwei Partikeln (Atomen, Molekülen) 
eine nur von der Entfernung abhängige Kraft in der Richtung der Ver- 
bindungslinie wirkt, hat in der Literatur eine große Rolle gespielt. Daher 
wollen wir für diesen Fall die Entwicklung des Potentials ausführlich dar- 
stellen, gleichzeitig als Illustration der Betrachtungen des § 2. 

Die zwischen zweiPartikelndesKristalleswirkendeKraft soll 
also ein Potential haben, das nur von ihrer Entfernung abhängt. 

Seien a^j, j/^, z^ und x^^y^j z^ die Koordinaten der Gleichgewichtslagen der 
beiden Partikel und 

^0 = (^1 - ^2)' + (yi -%)' + K - ^2^' 

das Quadrat ihrer ursprünglichen Entfernung. Die Komponenten der rela- 
tiven Verrückung seien u, v, W] wir denken uns diese kontinuierlich ent- 
standen und fassen sie als Resultat der Verrückung su, sv, ew auf, wenn 
e stetig von bis 1 wächst. Auf diese Weise erhält man einfach die Ent- 
wicklung des Potentials C^i,^ nach den kleinen Verrückungen, indem man 
für das Quadrat der Entfernung nach der Verrückung den Wert 

^ = (^1 - ^2 + «^)^ + (yi — y« + «^)* + (^1 — ^2 + ^^)^ 

in 0i,2(<j) einsetzt, nach Potenzen von s entwickelt und dann 6 = 1 macht. 
Es ist 

-Je^ = 2 -da' (^ +v' + w') + 2 -^/\ (x, -x,+ eu)u + {y, - y, + av)v 



+ {z^ — z^+sw)w^ • 



Setzt man den ursprünglichen Wert des Potentials gleich Null, so wird 
also (für 6=1): 

(13) 0,,, = 2 (-^\ { {X, - x,)u + {y, -y,)v + {z, - s,)w) 
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Die gesamte potentielle Energie des Kristalles entsteht hieraus durch 
Summation über alle Partikel. Wir haben die Koordinaten x^, t/j, J2^ und 

^29 Vit ^2 durch die Komponenten zweier Vektoren ri,w,n * S und r/>',n' • d zu 
♦ersetzen; dann wird nach (2) und (3) 6 gleich der Länge des Vektors 

'XiJi'^m-m\n-n"S. Also hängen C^i,s und seine Ableitungen nach 6 nur von 
den Differenzen l — V, m — m\ n — n ab. Wir setzen 



<14) 







JFür diese Größen gelten offenbar die Relationen: 

p(*'»*) _ !>(*,*') 

Die relativen Verschiebungen w, «;, «<; in (13) sind durch 

zu ersetzen. 

Setzt man das in (13) ein und summiert über alle Indizeskombinationen 
Je, l, m, n und ¥, V, m, n, so kann man für das gesamte Potential formal 
den Ausdruck anschreiben: 



^ k <i,w,n) *' (r,m',n') 
I (*.*0 ^ / (*) f*0 \ I (*.*0 / (^^ (*') m1 

A: ({,m,n) k' {} ,w',n ) 
I (*»*') / (*) (*') N I (*»*') / (*) (**) M8\ I 

Man muß nun natürlich wieder voraussetzen^ daß die Atomkräfte so schnell 
mit der Entfernung abnehmen, daß die Summen konvergieren, und man ist 
berechtigt anzunehmen, daß überhaupt nur die nächst benachbarten Par- 
tikel merkliche Wirkungen ausüben. Die Größen Pilm}n und §/,iJn haben 
also nur für absolut kleine Werte von l, m, n merkliche Beträge und nehmen 
rasch mit wachsenden 2, m, n ab. 

Die Koeffizienten der Verrückungskomponenten in den linearen Glie- 
dern von O sind die Kräfte, welche im Anfangszustande auf die Partikel 
wirken. Wenn keine äußeren Kräfte vorhanden sind, müssen diese Koeffi- 
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zienten für jedes Partikel im Innern des Kristalles verschwinden; das gibt 
die Relationen: 



(17) 



k (i,w,n) 
* (/,w,n) 






Vergleichen wir nun die Koeffizienten der quadratischen Glieder in (16) 
mit denen des allp;emeinen Ausdruckes (8')^ so sehen wir, daß letztere im. 
Falle von Zentralkräften folgende Bedeutung hahen: 



(18) 



^/, m, n 

T7(*,i') 



A2 /)(*'*'),,(*,*') J*,*') 
«^ Vi, m, n y /, OT, n ^/, m, n ; 

A2/)(*'*'^.r^*» *')*/*»*') 
" V^»w»n •*'I,m,n yi^m^n • 



Diese Ausdrücke gelten für alle Indizeskombinationen außer fc = Ä', i = 0^ 
m == 0, n = ; für diese Werte sind die Koeffizienten offenbar durch die 
Relationen (11) oder (11') zu definieren. Man sieht auch sofort, daß die 
Gleichungen (12) erfüUt sind; dazu schreibe man diese etwas allgemeiner. 
Man ziehe z. B. von der ersten Gleichung (12) 

die wegen (11) identisch richtige Gleichung 

^ Ö V^i,m,nyo,0,0 — ^/,w,n^O,0,o; =* v; 
k (/,m,n) 

ab, wodurch die Relation 

k (hm^n) 

entsteht; und entsprechende Beziehungen gehen aus allen Gleichungen. 
(12) hervor. Sie bedeuten nichts anderes, als daß nicht nur bei einer Dre- 
hung um den Nullpunkt, sondern um irgend einen Punkt, etwa den Punkt 

to*o,o» die resultierende Kraft auf jedes Partikel verschwindet. 

Setzt man in (12') die Werte (18) ein und berücksichtigt (17), so 
sieht man, daß die Gleichungen (12') identisch erfüllt sind. 

Die Beschränkung auf Zentralkräfte bringt im Prinzipe keinerlei Ver- 
einfachung in die Betrachtung. Will man die Atomkräfte mit den chemi- 
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sehen Yalenzkräften identifizieren^ so wird man anzunehmen hahen^ daß 
auf jedes Partikel nur seine unmittelbaren Nachbarpartikel wirken; dann 
kann es eintreten, daß die Annahme yon Zentralkräften überhaupt nicht 
genügt, um die nötige Zahl von Elastizitätskonstanten hervorzubringen.^) 
Wir werden daher im folgenden stets an die allgemeinen Formeln des 
§ 2 anknüpfen. 

§ 4. Homogene Verzerrung. 

Die Formel (8') setzt in Evidenz, daß die Verzerrungsenergie C^ Null 
ist, wenn alle Partikel die gleiche Verrückung erleiden. 

Der nächst einfache FaU ist der, daß aUe Partikel, die demselben 
„einfachen Punktgitter" angehören, dieselbe Verrückung erfahren. Die ein- 
zelnen einfachen Gitter werden also wie starre Gebilde verschoben, wäh- 
rend die Basisgruppe verzerrt wird. Wir setzen 

unter allen Verzerrungen, bei denen die einfachen Gitter deformiert 
werden, sind diejenigen die einfachsten, bei denen die Verrückungen 
jedes Punktes lineare Funktionen seiner ursprünglichen Koordinaten sind; 
wir schreiben: ^.^ _^ ^, ^.^ 



WO die Koeffizienten ti^, m^, . . . w^ konstante Größen sind. 

Die aus diesen beiden einfachsten Verzerrungsarten zusammengesetzte 
Deformation bezeichnen wir als homogene Verzerrung; sie lautet: 



(19) 



(*) -1 (*) I (*) I (*) 

(*) I (*) I (*) I (*) 



Wir wollen den Wert der potentiellen Energie C^ für diese Verzerrungs- 
art als Funktion der Parameter u^^ v^, , , . w^ und m^, m^, . . . w^ darstellen. 
Die in (8") auftretenden DifiFerenzen der Verrückungen lassen sich so schreiben: 

USW., oder, wenn wir diese Größe der Kürze halber mit z^w, z/r, ^w be- 
zeichnen, %— %, Vj^—v^,f Wj^ — W]^, durch u, v, w abkürzen und an den 
Koordinaten die Indizes fortlassen: 

^u = M 4- u^x + u y + u^0, . . . 



1) Dies ist z. B. beim Diamanten der Fall, wenn man dessen Elastizität durch 
die vier Valenzen des Kohlenstoffs erklären will. Vgl. M. Born, Ann. d. Phys. (4), 
44, 1914, S. 605. 
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Dann erhält man: 

^u^ = w' + 2 w (u^x + u^y + u^z) + ulx^ + uly^ + u\z^ + 2u,jU,yz 

+ 2u^u^zx + 2u^u^jXy, - 
^t?' ^ v^ + 2v{v^x + Vyy + v^z) + vlx^ + t;J j/* + v;z^ + 2v^v^yz 

+ 2i;^i;^;grx + 2t?^i;ya;y, 
z^w;* = ti;2 _j_ 2«i?(w/'^a; + %y + w?^^) + m^|^* + wly^ + w;f ;2f^ + 2WyW^yz 
+ 2w;,«<;,^x+ 2w;^zi;ya:i/, 
^v^w = vw + t;(w;3.ic + w^^y + w^z) + w(Vj^x + v^y + v«^) + v^w^x^ 

+ VyW^y^ + t7,w;,^* + (t^yW^, + v^tVy)yz + (r,t<;^ + v^w^zx 

+ Wy Vy«/* + w,v,^* + (Wyt^, + w,t;y)y^ + (m,i;, + u^v^zx 

Setzt man diese Werte in (8") ein, so erhält man für ^ eine quadratische 
Form der w^, v^. , , , w^, ^^^a - - - ^«- Di^se erscheint als Summe dreier Teile, 
von denen der erste eine quadratische Form der u^j ^^ • • • ^,? der zweite 
eine bilineare Form dieser Größen und der u^ , , , w^ der dritte eine qua- 
dratische Form der u^ . . . w^ ist. Wir setzen 

(20) = 0, + 0^ + 0y 

Zunächst kann man die Summation nach l, m, n und V, rn, n ausführen; 
letztere gibt den Faktor N, Die Summationen nach k, V lassen wir noch 
unausgeführt und schreiben: 

(21) *,=^/-^i'{4*'*\«* - u,)' + Bt''^(v, - v,f + CV\w, - tv^y 

* k k' 

+ 2Et'^\vk - v,')iwi - wy) + 2F^^''\wt - w,-)(u, - «*-) 

(22) <&, = "^f ^'^{ («. - ur)iAf^''u. + Är\ + Äf''\) 

" '+ («* - v,)iBf''\ + BV\ + Br\,) 
+ {Wk - «;v)(Cf'*V^, + Ct'^tvy + Ct''^w,) 

+ {w, - W,-)(Ef''''^V. + Et''\y + EV\.) 
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(23) O, 



2 



* *' 






+ -Dil t'i + -ÖM «y + -Oss »^ -|- ^X>3} »y», -|- ^JÖsi ViVx 

+ 2Cä'*''«;x«'y 
+ 2M*'*''v,M'«+2Ei2'*'^VyM;y+2Eä'*''»,M'.+2Ms*'^KM',+»,Wy) 

+ 2i?fi'*'^(tc,M, + «;,«,) + 2M^'*^(M;,»y + «;„«») 
+ 2 (??i'*\,t)« + 2 Gf ifs'*^», + 2 G?»'*''«,», + 2 GS'*^(«yt;, + «,»,) 

Dabei sind die Koeffizienten die folgenden Summen Aber die Atomkräfte: 
(24) 



(25) 



(26) 



(?,m,«) 
(I,m,n) 

(i,m,») 
-0-22 = y O -^/,m,n \Jf/,»n,n7 , • - • 

-^33 — y O -^hniyny^lymynj > • • • 
(i, rAi, ») 

-^23 — y lu! ■^l,nt,Hlfl,m,n»l,m,n y • • ' 

-^81 — 2 O -^Ifinfn ^1^171,71 »f^lfTrifTi ; • • • 
{l,m,n) 

j(*,*') _ i Q j(*'^') ^(*»*0 .,(*,to 
-*^12 — 2 ^ '^l,m,n>^l.myn yi,m,n j • • • 
(/,7n,n) 

Die Punkte deuten die entsprechenden Bildungen für B, C, E, F, G an. 

Math. Monogr. 4: B o rn , Kristallgitter 3 
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Diese Größen haben die folgenden Eigenschaften: 
Nach (9) ist: 

(27) 4*''*' = 4*'^... 

Die Koeffizienten mit dem unteren Index sind also in den 
oberen Indizes symmetrisch. 
Nach (9) und' (5) ist 

(28) 4*''« = - Af'''\ ... 0" - 1, 2, 3). 

Die Koeffizienten mit dem unteren Index 1 oder 2 oder 3 
sind in den oberen Indizes alternierend. 
Endlicli ist: 

(29) A%-''^ =^ A%''^ ^ Af\ . . . (i,Ä-l,2,3). 

Die Koeffizienten mit zwei unteren Indizes sind sowohl in 
den oberen als in den unteren Indizes symmetrisch. 

Der Faktor N legt es nahe, statt der Gesamtenergie die Energie- 
dichte einzuführen. 

Das Volumen des ganzen Kristalles ist nach (5) Nd\ Daher ist die 
Dichte der potentiellen Energie 

(30) f-^- 
Diese zerlegen wir entsprechend (20) in 3 Teile 

(31) 9=='9i+^9 + 9>i> 

und diese Teile woUeil wir nun einzeln näher betrachten. 

(fi bedeutet die potentielle Energie, die bei einer gegen- 
seitigen Verrückung der einfachen Punktgitter als starrer Systeme 
entsteht; wir schreiben sie so: 

(32) 9i=T-^.2'{4'*^(«i-«*')» + --- + 24*'%»- »*')(«'*-«'*') + •••}• 

Dabei ist gesetzt: 

(33) 4*'"' = 14'^... 

Diese Größen haben die folgenden Eigenschaften: Nach (27) ist 

(34) o^*'*> = 4-'\ ... 
Ferner ergibt sich aus (11) und (24): 

(35) ^4*'*'^ « 0, . . . 

Dies hat zur Folge, daß die quadratische Form (p^ eine analoge Umformung 
zuläßt, wie wir sie in § 2 für O ausgeführt haben. Es ist nämlich: 



-Px = i^(«*l5 + ^-|j + -*S' 
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und 

oder wegen (35) 

^^k k' 

Daher wird 

(32') <)Pi « - \2 2 [a^'^ uj,uy + . . . + 2e?'*'^t;*e(;i' + ...}. 

k k' 

Die Anzahl voneinander unabhängiger Konstanten in q)^ ist nach (34), (35) 
höchstens gleich 3 s (5 — 1). 

Wir betrachten nur die bilineare Form tp^. 

(f^ bedeutet die wechselseitige Energie, die bei einer gleich- 
zeitigen Verschiebung und Verzerrung der einfachenPunktgitter 
entsteht. Wir setzen: 

(36) af = J^^f*\-..(i= 1,2,3). 

Wegen (28) kann man dann (p^ so schreiben: 

Zwischen den Koeffizienten bestehen nach (12) oder (12') folgende Re- 
lationen: 

(k) Ak) j(k) _ (k) (k) (k) 



(38) 






^1 = / 2 = 5^8 ? 




die bedeuten, daß die drei Schemata 

symmetrisch sind. 

Die Gleichungen (38) haben zur Folge, daß (p^ von den 9 Größen 
^xy ' • '^9 i^ ^^^ 6 Verbindungen 

(39) M^, Vy, W^, V^ + tVy, W^ + U^, Uy + V^ 

abhängt. 

3* 
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Ferner gilt wegen (28): 

(40) ^a5*> = 0, . . . ij = 1, 2, 3). 

k 

Die Anzahl unabhängiger Konstanten in ^2 ^^^ nach (38)^ (40) höchstens 
gleich 10(s - 1). 

Die quadratische Form q>^ schreiben wir so: 

(41) g?8 = i{aii wj + osjMy + asa w! + 2a28 Uyii, + 2asi w* ^x + 2ai2U^Uj^ 

+ in vi + &ia vi + fess v! + 262s Vy v^ + 2&81 v, v^ + 2bii v^ Vy 

+ Cn'f^l + C22M?y + Czzw\ + 2C2zWyW, + 2CsiW,Wx + 2CiiWxWy 

+ 2eiit;arW^ar + 2eiiVyWy + 2c33V«w^^ + 2^23 {vyWg + t;^««;y) + 2eii{VzWx + VxM^O 

+ 2ei2(VxWy + VyWx) 

+ 2/ii WarWx + 2fnWyiiy + 2fzzW,U, + 2fi^ {wyU, + w;yM,) + 2/ii (l^^Wa, + W^a^W^) 

+ 2guUxVx + 2gt%UyVy + 2g^zu^v» + 25^23 (%t;, + w.Vy) + 2^8i (w.t;^^ + u^^v^ 

+2gi^{uxVy+UyV^] , 

q>^ bedeutet die Energie^ die bei einer gleichartigen homo- 
genen Verzerrung aller einfachen Panktgitter entsteht. 
Dabei ist gesetzt: 

(42) a;,. = j^^4fi*\..- (i, Ä == 1, 2, 3). 
Nach (29) ist 

(43) O/Ä « aA;- , . . . {j, Ä =- 1, 2, 3). 

Eine Reihe weiterer Relationen zwischen diesen Koeffizienten erhält man 
aus den Gleichungen (12) auf folgende Weise. Man schreibe sie in der 
Gestalt (12'), also z. B. 

* {lm,n) I 

und ersetze die Indizes Z, m, n durch Z — T, m — w', w — n': 

V G fjA^^i') J*.*') /^(*,*') A*') \ A 

k {t,m,n) 

Jede dieser Gleichungen multipliziere man mit Xi'X',n'} yf',m\n'y jeri*«',«' und 
summiere über jfe', T, m\ w'; also z. B. 

k {l,m,n) k' (/',!»', n') ' 

Nun vertausche man die Indizes Jc,l,m,n mit k',l\m\n' und subtrahiere die 
entstehende Gleichung von dieser; dann ergibt sich eine Gleichung der- 
selben Form, wo nur statt iri^i/,«' als letzter Faktor Xil^^m-m'.n-n' steht. 
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Ersetzt man nun hier wieder l — T, m — m\ n — n durch V, m\ n\ 
so kann man die Summation nach Z, m, n ausführen, was den Faktor N lie- 
fert, und erhält: 

C44) ^^ Q fipik^k^ (*,*') Mk,k') (k,k^ '\Jky^') n 

V^*^y ^ ^ io V-^ i',m', «' yi'> in', n' — Cr/', rn', n' ^l\ m', n'J Xf^ „,', n' =« vJ. 

k k' {l\m'yn') 

So entstehen aus den 9 Gleichungen (12) 3 • 9 = 27 Relationen, von denen 
aber, wie leicht zu übersehen, nur 21 unabhängig sind; sie lauten nach 
(26) und (43): 

(45) 



^88 ^^ ^2? 


/12 ~ 9zi9 




^11 " ^28 > 


^22 ^23? 


^8 "^ ^8> 


^11 ^88? 


ffiZ "^ ^12 > 




Ml ^81? 


/22 ~ ^31; 


^8 ^81 ? 


^22"^ ^11^ 


^81 /28> 




S'll 0^12, 


5^22 ~ ^12^ 


S'38 ^ ^12) 




^28 


^83? /12 ^ 


^28? 





(46) /ii = Cu , 5^23 =. fcgi , 

9l2 =* 0^22 > ^81 ~ ^2* 

Die (15) Gleichungen (45) besagen, daß das Schema 



a^i 


»22 


«38 


«28 


«81 


«12 


&n 


*22 


*38 


*28 


*81 


»12 


^1 


^22 


^88 


^23 


^81 


^12 


^11 


^22 


^38 


^23 


^81 


^12 


Ai 


/22 


/38 


/28 


/il 


fn 


^11 


5^22 


S'33 


^23 


^31 


9n 



symmetrisch ist. 

Alle 21 Gleichungen (45, 46) haben zur Folge, daß die quadratische 
Form 9?g nur von den Verbindungen (39) abhängt. 

Die Anzahl unabhängiger Konstanten in ^3 ist höchstens gleich 15. 

Zweites Kapitel. 

Formaler Übergang zur Eontinuumstlieorie. 

§ 5. Elastizität. 

Der atomistische Vorgang bei der elastischen Deformation eines Kri- 
staUes entzieht sich der Beobachtung. Die kleinsten Bereiche, die dem 
elastischen Experimente noch zugänglich sind, enthalten eine ungeheure 
Anzahl von Atomen, und es liegt nahe anzunehmen, daß in ihnen die 
Deformation den homogenen Charakter hat, den wir im vorigen Para- 
graphen erläutert haben. Um nun den Verzerrungszustand eines end- 
lichen Körpers zu beschreiben, wird man sich vorzustellen haben, daß die 
Parameter dieser homogenen Deformation der kleinsten beobachtbaren Ge- 
biete sich langsam mit dem Orte ändern. 



30 Elastizität 

Wir werden beweisen, daß folgende Auffassung richtig ist: 
Die neun Größen w^^, ... w^ sehen wir als partielle Ableitungen dreier 
Raumfunktionen u^ v, w an, die die sichtbaren Verrückungen der konti- 
nuierlichen Materie bedeuten; es sei also w, « o— i • • • w;. = -^-, wo x. y, z 

die Koordinaten im wirklichen Gitter sind. Die Ss Größen u^, , , ,w^ sind 
bei rein elastischen Vorgängen als eine Art „verborgener Koordinaten'' auf- 
zufassen und treten bei den piezoelektrischen Vorgängen in Erscheinung; sie 
sind ebenfalls als Funktionen der Baumkoorilinaten x, y, z zm betrachten. 

Die JSnergiedichte 97, die wir im yorigen Paragraphen als Funktion 
der Größen 1*^, . . w;,, Wj, . . . w^ berechnet haben (Formeln (31), (32), 
(37), (41)) wird nun mit der entsprechenden Größe der Kontinuumstheorie 
identifiziert. Damit ist das mechanische Verhalten des für das Baumgitter 
substituierten Kontinuums yollsiändig bestimmt; man findet die Bewegungs- 
gleichungen etwa durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips. 

Wir wollen die Gleichungen für die von äußeren Kraften unbeeinflußten 
freien Bewegungen aufstellen. Dann ist als potentielle Energie des Kristalles 

(47) U^ C j j(p{u^j Wj, . . . w„ v,, . . . v,, w^, . . . m;,; w^, . . . w,)dxdyds 
anzusehen, und als kinetische Energie 

(48) T - / / /l (w' +^^+ ^^) dx dy dz, 

wo die Punkte Differentiationen nach der Zeit bedeuten und die Integrale 
über des Volumen des Kristalles zu erstrecken sind. 

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Forderung, daß die 
Variation des Integrales ^ 

(49) J{T - ü) dt 

verschwinden soll. Dabei genügt es, als Bandbedingungen die Werte von m, v, to 
vorzuschreiben, da die Ableitungen der Größen u^, • . • w?, nicht vorkommen; 
man kann aber auch ohne weiteres andere Bandbedingungen berücksich- 
tigen. Wir wollen nur die Differentialgleichungen im Innern aufstellen. 
Wir bilden zunächst die partiellen Ableitungen von tp nach den m^, . . .«^, 
und setzen: 



(50) 






'X 






Dabei hängen nur die Anteile (p^ und 9^3 von den Größen w^, . . . w^ 
Man erhält aus (37) und (41): 



(51) 
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k 
k 

+2{(^^uk+grvk + ff'wkl 

k 

Y^'=9n»s+9ii%+9ii».+hiV^+ ^2«'y+ ^8».+ CiiM',+ e„«)y+ e^^w, 

+2{9fu, + -bfvk+efwk), 

k 

k 
^z- g^l^^x^ 9z2% + 9zz'^z + hx^x+\%'^y+ K'^z+^l'*^x+^Z^^y+ ^ZB^z 

k 

+2(f^'uk + ^\ + cf^Wk), 

k 
Zy = Ül'^x + f^'^y + fn'^z + ^31 ^o: + ^»^ + ^28^. + <^il'^x + ^3«% + ^agW;, 

k 

* 

Aus den Gleichungen (38) und (45), (46) folgt, daß 

(52) Y^^Z^, z,= x„ x,-r„ 

d. h. daß das Schema . ^ ^ ^ . 

/ -^x \ -^z 

(520 Y> ^y Y> 

\2. Zy Z, 

symmetrisch ist. Ferner hängen wegen (45, (46) diese Größen X^, . . . ^^ 
explizite nur von den Kombinationen (39) der m^., . . . w^ ab. Diese sind 
offenbar die Deformationskomponenten der Kontinuumstheorie: 

\^x-^x^ Vz-^y-^z+^y 

(39') ^yy=V ^x-^z-'^x+^zy 

^z-^z> ^y-yx-^y+%' 

Die Größen X^, . . . ^^ sind als die Komponenten des Spannungs- 
tensors anzusehen. 
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Die Bewegungsgleichungen lauten nun: 

/ dX^ , dXy , 

^ dx ' dy 



(53) 



dz ' 



dYx . 



dYy ^._, 



dy 












(54) 



k' 

Dies sind 3 s + 3 Gleichnixgen für die 3 s + 3 unbekannten Funktionen 
w, V, w, Wj, . . . w,. Achtet man nur auf die sichtbaren elastischen Defor- 
mationen, so wird man die „verborgenen Koordinaten'^ **i v • ^» ^^ eliminieren 
suchen; dazu hat man die 3$ linearen Gleichungen (54) nach den u^y.,.Wt 
aufzulösen. Hierbei ist aber zu beachten, daß die zu den inhomogenen 
Gleichungen (54) gehörigen homogenen, die entstehen, wenn man die 
rechten Seiten durch Null ersetzt, 3 linear unabhängige Lösungen haben, 
und daß daher die inhomogenen Gleichungen nicht für beliebige rechte 
Seiten lösbar sind. Wegen (35) sind nämlich die linken Seiten von (54) 
für jedes der drei Wertsysteme 

Wa«1, 0, 

(55) t;* = 0, 1, (Ä = 1, . . . s) 

w^*= 0, 0, 1 

gleich NuU; die Determinante der Gleichungen (54) hat also den Rang 
3 5—3. Daher sind die inhomogenen Gleichungen nur auflösbar, wenn 
ihre linken Seiten, mit den drei Größenreihen (55) komponiert. Null ergeben. 
Das läuft aber darauf heraus, daß die über h summierten rechten Seiten 
von (54) einzeln verschwinden; wegen (40) ist das der Fall. Andere Lösungen 
können die homogenen Gleichungen nicht haben, weil sonst relative Ver- 
schiebungen der einzelnen einfachen Gitter gegen einander als starre Systeme 



(56) 
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möglich wären, ohne daß eine potentielle Energie aufträte. Man kann nun 
die Wj, . . . «c;, aus den Gleichungen (54) als Funktionen der Ux, . . . m?^ be- 
stimmen. Wegen (38) treten auf den rechten Seiten von (54) wieder nur die 
Kombinationen (39') der Wa?, . . . w,^ die Deformationskomponei>ten, auf. 
Die allgemeine Lösung yon (54) setzt sich aus irgend einer Lösung 
der inhomogenen Gleichungen und der allgemeinen Lösung der homogenen 
Gleichungen zusammen; wegen (55) haben wir also zu setzen: 

^k- yki^x^yyy^z>y'7^:t7^y) + ^g, 

^k =" '^ki^^yyy ^*J y^y ^a^ ^y) + ^i; 

WO TJj^y Vj^y Wj^y lineare homogene Funktionen der Deformationskomponenten 
(39') und C^y Cj, C^ irgend welche Konstanten sind. 

Setzt man die Werte (56) in (51) ein, so werden die rechten Seiten 
lineare Funktionen der Deformationskomponenten (39'), und die C^yC^yC^ 
fallen wegen (40) heraus; es ist also gleichgültig, welche Lösung der in- 
homogenen Gleichungen (54) mit JT^, F^, TT^ bezeichnet wurde. 

Das Resultat läßt sich in der Voigtschen Bezeichnung so schreiben: 

'^x = ^n^o: + C^tVy + ^18^, + ^uJ/, + ^Ih^x + ^16^y. * 
^y = <^n^x + ""'t^yy + ^23^* + C^^y, + C^f^Z^ + ^26^^; 
^z ^ ^Sl^x + (^nVy + ^83^, + ^^y. + ^85^0: + ^36^y. 
^, - ^41 ^x + ^42^^ + ^48^* + ^44^, + ^45^x + ^46^y; 
Zx = ^51 ^x + ^58«/y + ^68^. + ^54^* + ^5^* + <^H^y, 

\Xy = c^^x^ + c^^yy + €^z^ + Cß^y, + %^a: + ^ee^y 

Auf diese Weise sind wir zu dem allgemeinen „Hookeschen Gesetze" 
der Eontinuumstheorie der Elastizität gelangt, und es bleibt nur noch zu 
zeigen, daß die Gleichungen (57) im allgemeinen wirklich genau 21 unab- 
hängige Konstanten enthalten. 

Zunächst sieht man leicht, daß das Eoeffizientensystem von (57) sym- 
metrisch sein muß: 
(58) Cjk = Chj, {h,j = 1, 2, ... 6) 

Denn man kann die Substitution (56) auch in tp^ und (p2 machen; wegen 
(35) und (40) fallen dabei ebenfalls die Konstanten Cj, Cg, Cg fort, und (p^ und 
9?2 werden quadratische Formen der x^y . . . Xy, ebenso wie ^s tp^ ist. Die 
Energiedichte wird also eine quadratische Form der a;^, . . . x^y und da offenbar 

= "l" (m,X^ + . . . + w,Z^ 

- f {x,X, + y,r, + z,Z, + y,Y, + z,Z, + x^X^) 

ist, so müssen die Koeffizienten dieser quadratischen Form gerade die c^^ ^ 
sein; folglich sind diese symmetrisch, und ihre Anzahl ist höchstens 21. 



(57) 



^44 ** ^23» 


^14 ~ ^56; 


^55 "^ ^81 > 


^25 ^64» 


^66 '^ ^20 


^86 ^^ ^45- 
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Die älteren Malekulartheorien der Elastizität laufen darauf heraus, die 
„yerborgenen Variabein" w,,...m?, fortzulassen^). Dann sind die Größen 

ayj, g^j^ in einer gewissen Reihenfolge mit den Cy^ der Eontinaums- 

theorie identisch; in diesem Falle erkennt man durch den Vergleich der 
Koeffizienten in (51) und (57), daß die Relationen (45) und (46) außer der 
Symmetrie noch folgende Bedingungen ergeben: 

(60) 

Das sind gerade die berühmten „Cauchyschen Relationen", durch 
welche die Zahl 21 der Elastizitätskonstanten auf 15 reduziert wird. 

Man sieht also, daß nicht nur bei Zentralkräften, sondern bei be- 
liebigen Atomkräften, die bei starren Bewegungen verschwinden, notwendig 
die Cauchyschen Relationen herauskommen, sobald man, wie es die älteren 
Autoren machten, die Verschiebungen der einzelnen einfachen Punktgitter 
gegeneinander nicht berücksichtigt. 

Setzt man aber diesen Umstand mit in Rechnung, so erhält man 
wirklich im allgemeinen Falle 21 unabhängige Eonstanten. 

Wäre z. B. die erste der Cauchyschen Relationen 

^44 ■" ^28 

erfüllt, so müßte der Koeffizient von y^ in Y^ und der von z^ in Y^ über- 
einstimmen, d.h. es müßten der Koeffizient von'y^ in der Summe 

k 

und der Koeffizient von z, in der Summe 

einander gleich sein. Um einzusehen, daß das im allgemeinen nicht der 
Fall^ ist, genügt es, ein System von zwei ineinander gestellten einfachen 
Gittern zu nehmen, d. h. s == 2 zu wählen. 

Nun setze man alle w^r; • • • gleich Null außer v , w , w^ und wähle 
diejenige Lösung von (54), für die 

ist; die Größen u^^v^, w^ haben dann den Gleichungen: 

ao u^ -r 9o ^1 -r / o ^i = 9b Vz-r / s ^,, 

/ ^1 -T ßo ^1 + Co w^ = 63 y, + Cs 0^ 



1) Nur die Theorie von W. Voigt (1. c. S. 4) benutzt ähnliche „verborgene Ko- 
ordinaten'*. 
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zu genügen, während die Summen ^i, ^^ eüifacli iii 

und 

übergehen. Schreibt man die Lösungen: 

und setzt diese Werte in ^ ^ ein, so erhält man: 

2, = [gfiAgf + GhV + Fef) + &^" {Ggf + 56^*' + Ee^ 

+ ef{Fgf^Ei;i'+Cmy.+ --; 
2, - [i/^'^U/^.*^ + G^' + J'^'O + 6^'> {Gfi' + Bef + Ecf) 

Würde die 1. Cauchysche Relation c^^ c^s gelten, so müßten die beiden 
ausgeschriebenen Koeffizienten gleich sein; zwischen den darin vorkommen- 
den Größen bestehen aber im aUgemeinen PaUe keinerlei Beziehungen, 
folglich sind die beiden Ausdrücke nicht gleich. 

In ähnlicher Weise überzeugt man sich, daß im allgemeinen keine 
der Cauchyschen Relationen (60) erfüllt" ist. 

§ 6. Piezoelektrizität. 

Die Größen Wj, v^, . . . w^, die wir bei den rein elastischen Erscheinungen 
als „verborgene Koordinaten" bezeichnet haben, können physikalisch be- 
merkbar werden, wenn die Partikel elektrisch geladen sind. Sie hängen 
eng mit der Erscheinung der Piezoelektrizität zusammen. 

Alle Partikel desselben einfachen Gitters müssen dieselbe Ladung 
tragen, weil sie ja in jeder Hinsicht einander gleich sein sollen. Ist das 
einfache Gitter durch den Vektor r des Punktes der Basisgruppe ge- 
kennzeichnet, so nennen wir die Ladung eines jeden seiner Partikel £*. 

Der ganze Kristall muß neutral sein; also ist 

(61) ^^k = 0. 

Die Anordnung der Vektoren r , die an ihrem Endpunkte die Ladungen 
£ik tragen, kann zur Folge haben, daß der Kristall schon im natürlichen 
Zustande dielektrisch^ polarisiert ist.^) Dieses permanente elektrische 
Moment ist pro Volumeinheit gegeben durch: 

1) Vgl. W. Voigt, KristaUphysik, §408, S. 815. 
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oder nach (61): 
(62) 



^ k 

^ aV ^^i(t^*^ +la + mh + wc), 
° k 



Diese permanente Elektrisierung ist also räumlich konstant. Sie wird bei 
konstanter Temperatur durch eine im Laufe der Zeit auf der Oberfläche 
des Ejistalles entstehende Flächenladung unwirksam gemacht. 

Wird der Kristall deformiert^ so tritt .ein yariables Moment auf^ das 
fttr jedes Elementarparallelepiped l, m, n durch den Vektor mit den Kom- 
ponenten 

(63) '^l,m,n = {-^^fA(Ä,» + An) , • • .) 

dargestellt wird. 

Setzt man hier speziell eine homogene Verzerrung (19) ein, so wird 
das Moment nach (61), (62) räumlich konstant, und zwar werden seine 
Komponenten: 

1^; = ^T + M.^f + M,?r + «.?!"' + %, 



(64) 



wobei 



(65) 



5ß« = -^^^k^k, 

° k 



gesetzt ist. Dieser Vektor 5ß heißt piezoelektrische Erregung. Den 
Zusammenhang zwischen $ß und den Verzerrungskomponenten (39') erhält 
man, indem man die Lösungen (56) der Gleichungen (54) einsetzt. Wegen 
(61) fallen dabei die Konstanten C^, Cg, C^ fort und man bekommt in 
eindeutiger Weise die Komponenten von 5ß als lineare Funktionen der 
^x, yy, * . . Xtj. In der Voigtschen Bezeichnung^) lauten diese: 

(66) ■ 5ßy = e^^x^ + 622 t/y + e^^z^ + e^^y^ + e^r,z^ + e^^x^, 

Das gesamte elektrische Moment 5ß' setzt sich aus diesen Größen und dem 
1) W. Voigt, KriBtallphysik, § 410, S. 818. 



Spezialisierung für die KristallklaBsen 37 

permanenten Momente nach (64) zusammen; dabei treten nicht nur die ' 
6 Deformationsgrößen x^y , , . Xy auf, sondern auch die Drehungen 

(67) ö^ -= K^^y - «^A öy--J(w,-w;J, ö, = |(t;^-tg. 

W. Voigt hat gezeigt, daß die beobachtbaren Erscheinungen durch diese 
Terme nicht beeinflußt werden.^) 

Die 18 Konstanten 6^^ (A=« 1, 2, 3; j= 1, 2, ... 6) drücken sich durch 

die s Ladungen £^, die 35(5—1) Konstanten a?'*'^,. . .5^0*'*^ und die IO5— 10 

Eonstanten ai,...^s aus; sie sind offenbar yoneinander unabhängig. 

Im allgemeinen bestehen auch keine Beziehungen zwischen den 18 
piezoelektrischen Konstanten ß^y und den 21 Elastizitatskonstanten Cj^^. 

In den Formeln (66) ist die vollständige Theorie der Piezoelektrizität 
formal enthalten. Wir können bezüglich der weiteren Ausführung auf die 
Darstellungen der phänomenologischen Theorie verweisen, 

§ 7. Spezialisierung der Eonstantensysteme für die einzelnen 

Kristallklassen. 

Der Kristall ist vollkommen bestimmt durch folgende Angaben: 

1) die Massen w^, Wj, . . . m, der Partikel der Basisgruppe^ 

2) die elektrischen Ladungen s^, , . , a^ der Punkte der Basisgruppe, 

3) die Vektoren r^^^, . . . t^ vom Nullpunkte nach den Punkten der Basisgruppe, 

4) die Kanten a, b, c des Elementar-Parallelogrammes, 

5) die Koeffizienten -^if^?»., . . . 6rifm,l der potentiellen Energie. 

Die Existenz von Symmetrieelementen erfordert gewisse Beziehungen 
zwischen allen diesen Angaben. Die unter 1) bis 5) angeführten Größen sind 
für das im Gleichgewichte befindliche Gitter charakteristisch. Die Unter- 
suchung der Symmetrieeigenschaften ruhender Gitter ist vollkommen durch- 
geführt.^) Es gibt 230 verschiedene Gitter, die sich auf 32 Klassen verteilen 
entsprechend den 32 Kristallklassen, die die phänomenologische Kristallo- 
graphie liefert. 

Dagegen ist die Aufgabe, die potentielle Energie den 230 Symmetrie- 
formen der Gitter anzupassen, noch nicht angegriffen worden. Diese Auf- 
gabe ist genauer folgendermaßen zu formulieren: 

Jeder Symmetrieform entspricht eine Gruppe von Transformationen 
der Gitterpunkte in sich; entsprechend der Zahl der Gitterformen gibt es 
also 230 solche Transformationsgruppen. Bei jeder Transformation, die ein 
gegebenes Gitter in sich transformiert, muß die potentielle Energieinvariant sein. 

1) W. Voigt, Kristallphysik, § 420, S. 842. 

2) Vgl. L. Sohncke, Entwicklung einer Theorie der Kristall struktur. Leipzig 
1879. — A. Schönflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig. 
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Das erfordert eine Reihe von Relationen zwischen den Koeffizienten J-ifmfn; • • • 
Das Problem ist, diejenigen 230 quadratischen Formen der Yerrückungs- 
komponenten anfzustellen, die gegenüber den 230 Transformationsgruppen 
invariant sind. 

Solange man nur für wenige Kristalle die genaue Gitterstruktur kennt, 
hat die Bearbeitung des genannten Problems nur spekulatives Interesse. 
Wir wollen daher darauf verzichten. 

Für die meisten Zwecke genügt nämlich ein viel einfacheres Ver- 
fahren. Die beobachtbaren Erscheinungen werden ja im großen und ganzen 
durch das Verhalten der potentiellen Energie bei homogenen Verzerrungen (19) 
bestimmt. Diese ist eine quadratische Form der Wi, t?, , . . . w;,, w^, . . . w^ 
deren Koeffizienten Summen über die Atomkonstanten sind Daher genügt 
es zu fordern, daß die quadratische Form tp (31) invariant ist gegen die 
Transformationen einer der 32 Drehungs- und Spiegelungsgruppen^ die für 
die 32 phänomenologischen Kristallgitter charakteristisch sind. 

Es ist klar, daß die drei Teilenergien (Pi, q^^f ^s J^^^ ^^ ^^^^ invariant 
sein müssen. Dieser Umstand enthebt uns der Mühe, die Bedingungen 
für die Koeffizienten von q)^ und ^3 bei den einzelnen Kristallklassen 
aufzuzählen. Denn q)^ hat genau die Gestalt, die in der phänomeno- 
logischen Elastizitätstheorie dem elastischen Potentiale zukommt, und bei q}^ 
entspricht jedes Summenglied (Je) dem Potentiale der piezoelektrischen Energie. 
Für diese aber sind die Symmetriebetrachtungen durchgeführt*) und brau- 
chen nur mit entsprechender Änderung der Bezeichnung übertragen zu 
werden. Überdies kommen die Konstanten der Formen q)^ und q)^ physi- 
kalisch nur in den Verbindungen vor, die als Koeffizienten der elastischen 
unä der piezoelektrischen Energie auftreten; es genügt also in jeder Hin- 
sicht eine Verweisung auf die phänomenologischen Theorien. Anders steht 
es mit der Funktion q>^] diese ist, wie wir später sehen werden, maßgebend 
für die Fortpflanzung der Lichtwellen im Kristalle. Daher wollen wir 
das Schema ihrer Koeffizienten für die Kristallsysteme angeben. Dabei 

lassen wir die Indizes k, ¥ an den Koeffizienten ao***^ • • • fort. Die zu 

verschiedenen Ä, Je' gehörigen Koeffizienten Oo***^ sind voneinander nicht 
unabhängig, sondern es bestehen noch zwischen ihnen die s Gleichungen (35) 

und dasselbe gilt für 6^*'*'^ . . . g^o'^'\ Man findet: 
1. Triklines System, 35(s — 1) Konstanten. 

«0 9o /o 
^0 



1) W. Voigt, Kristallphygik, § 287, S. 584 und § 417, S. 833. 







Übergang zur Lontinaumstbeorie 


2. 


Monoklines System, 2s ($ — 1) Konstanten. 




«0 ffo 




6, 




«0 


3. 


Rhombisches System, — ^ — - Konstanten. 




«0 




K 


4. 
6. 
6. 


Trigonales 

Tetragonales 

Hexagonales 


^0 

System, 5(5— 1) Konstanten, 
ao 




«0 




^0 


7. 


s(s 1) 

Reguläres System, -^ — - Konstanten. 




Oo 




«0 






ttft 
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Mit diesen Angaben reicht man für alle Fälle aus; nur eine physikalische 
Eigenschaft, nämlich die spezifische Wärme, würde bei strenger Rechnung 
ein genaueres Eingehen auf die Atomkonstanten erfordern; doch ist, wie 
wir sehen werden, eine solche ausführliche Betrachtungsweise weder bisher 
rechnerisch durchführbar, noch wird sie durch die Genauigkeit der Experi- 
mente gefordert. 

§ 8. Grundlagen des Beweises, 
daß der formale Übergang zur Eontinuiunstlieorie berechtigt ist. 

Wir haben in formaler Weise aus der Molekulartheorie die Gleichungen 
der Kontinuumstheorie für die elastischen und piezoelektrischen Eigen- 
schaften der Kristalle hergeleitet. Dabei war aber -unser Ansatz der homo- 
genen Deformation (19) ziemlich willkürlich und wird zunächst nur durch 
das erwünschte Resultat gerechtfertigt. 

Wir werden nun die Richtigkeit unseres Überganges zur Kontinuums- 
theorie beweisen, und zwar wird der Beweis aus der Untersuchung der 
ebenen elastischen Wellen im Gitter hervorgehen. Die Untersuchung der 
ebenen Wellen wird uns lehren, daß zu jeder Welle von bestimmter Rich- 
tung und Länge eine ganze Reihe von Schwingungszahlen gehören kann; 
diese werden wir nun speziell für sehr lange Wellen ausrechnen. Dann werden 



40 Di6 freien Qitterschwiiignngen 

wir finden^ daß unter den Wellen von bestimmter Richtung und bestimmter 
großer Wellenlänge drei langsam schwingende, die akustischen, sind und 
eine Anzahl schnell schwingender, deren Frequenzen im ultravioletten und 
im ultraroten Gebiete liegen. Unser Beweis wird nun aus zwei Teilen be- 
stehen: 

Erstens werden wir zeigen, daß eine lange und langsam schwingende 
(akustische) Welle im Gitter genau denselben Gesetzen genügt, die unsere 
Kontinuumstheorie für eine ebene Welle liefert. 

Zweitens werden wir zeigen, daß überhaupt jeder Yerzerrungszustand 
des Gitters als Superposition von ebenen Wellen darstellbar ist. 

Alle Störungen, die der elastischen oder piezoelektrischen Beobachtung 
zugänglich sind, werden nun offenbar nur aus einer Überlagerung langsam 
schwingender, langer Wellen bestehen, und daher folgt aus den beiden ge- 
nannten Tatsachen, daß unser Übergang zur Kontinuumstheorie zu Recht 
besteht. 

Für diesen Beweis ist es nötig, die Theorie der Sch*wingungen und Wellen 
im Gitter ausführlich zu entwickeln. Dabei werden wir gleichzeitig auch 
die Grundlagen für die Optik, besonders für die Dispersionstheorie, und 
für die Theorie der spezifischen Wärme gewinnen. 



Drittes Kapitel. 

Die freien Schwingungen des Kristallgitters nnd der Beweis 
der Richtigkeit des formalen Überganges znr 

Eontinnnmstheorie. 

§ 9. Fortpflanzung ebener Wellen im Gitter. 

Wirken auf die Gitterpnnkte keine äußeren Kräfte, so lauten die 
Bewegungsgleichungen : 

(68) ■m,i;ifL,«=» r,%,,, 

WO rechter Hand die Ausdrücke (10) einzusetzen sind. "^ 

Wir wollen die Gesetze der Fortpflanzung einer ebenen Welle durch 
das Gitter untersuchen. Der Einheitsvektor in der Richtung der Wellen- 
normale sei n, mit den Komponenten a, /3, y. Die Anzahl der Schwingungen 
in 2;r Sekunden sei cd; wir nennen o kurz die „Frequenz^', während die 

auf 1 Sekunde bezogene Größe v = ^ — „S^^^^^g'^^gszahr^ heißen möge. 
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Die WellenläDge sei X, und wir setzen die dimensionslose Zahl 

Die Tom Nullpunkte auf die Wellenebene gefällte Noi-male hat die Lange 

(69) d . («4fL,, + ßytl,, + y«<^l,,) -*•(«, v\%,n) . 
Daher wird die Welle durch folgende Ausdrücke dargestellt: 

(70) L<«^,. F.e-'-'e'^C"'^'.».»), 

Nach (2) ist 

(69 (tt, tlfl.,) - (n, r^*>) + l(n, a) + m(n, b) + n(n, c). 

Wegen dieser linearen Abhängigkeit des Exponenten von den Indizes l, m, n 
kann man durch den Ansatz (70) die Bewegungsgleichungen (68) be- 
friedigen; wir schreiben diese ausführlich in der Form 

P»*t*i,m,n=^ Ö V-^r,TO'»»'**'-»'»'»»-<»-»'"T" "^/',TO',n't?/-r,m-w',n-n'+^ r,m',n'W^/-r,m-m',n-»V3 

Setzt man hier die Werte (70) ein, dividiert durch 

^-.•cu^^<.(n,ri*L,n) 

und beachtet; daß nach (2) und (3) 

x\%m-m',n^n' - til« =- 1^*'^ + (? _ Z') d + (m ~ m')i + (n - n')c 

— r^*^ — ia — w6 — WC 

ist; so erhält man: 

i' (r,m',nO 



Wir führen nun die Abkürzungen ein: 

(71) ^^*'*'>= s ^if;»*>-*(»"^'.-»),... 

{l,m,n) 

Vertauscht manA: undifc', so gehtJ.^*'*^ wegen (5) und (9) in den konjugiert kom- 
plexen Wert über, und dasselbe gilt für die übrigen Größen ^***'^, . . G^***l 

Math. Monogr. 4: Boro, Kristallgitter 4 
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Dann kann man die Gleichungen so schreiben: 



(72) 



k' 



k' 



Wenn der Ansatz (70) den Bewegungsgleichungen (68) genügen soll, so 
müssen die Faktoren Uky Vk, Wk diesem Systeme von 3s linearen homogenen 
Gleichungen genügen. Diese haben nur dann außer der trivialen Lösung 
Uk=^0, Fjfc=0, Wk^O Lösungen, wenn die Determinante verschwindet; 
das gibt eine algebraische Gleichung 3s-ten Grades für (o\ deren sämtliche 
Wurzeln reell und positiv sein müssen (vgl. die Stabilitätsbetrachtungen 

des § 31, S. 100). Die Koeffizienten J.^***^, . . , sind Funktionen von r 
und von a, /3, y, d. h. von Wellenlänge l und Wellenrichtung n. Daher 
gehören zu jeder Wellenlänge und Richtung der Wellennormalen 3 s Wellen 
von im allgemeinen verschiedenen Frequenzen, die wir mit 

bezeichnen; sie sind Funktionen von r und von a, ß, y. Wir werden zu- 
nächst das Verhalten dieser Frequenzen für kleine r, d. h. große Wellen- 
längen, studieren. 

§ 10. Lange Wellen. 

Wir entwickeln die Koeffizienten (71) der Gleichungen (72) nach 
Potenzen von r und setzen: 

(73) ^<*'*'^ = ^*'*^ + r J<*'*'' + r«I'*'*'> + • • •, usw. 

Hier sind die jio * , . • . offenbar g^nau die durch Formel (24) einge- 
führten Größen, während die Koeffizienten J.^*'*'^, ... und l^*'**^, ... mit 
den Größen (25) und (^) folgendermaßen zusammenhängen: 

(74) J"'*''=-i(«4*'*'^ + ^4*'*'^ + y4*'*'^), . . . 

Aus den Formeln (28), (29) entnehmen wir, daß 

(76) J(*'»*)=.-J[(*»*')^ 

(77) 2^*''*)= J(*'*') 
ist. 
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(79) 



Nun entwickeln wir auch »^ und die Lösungen von (72) nach Po- 
tenzen von r, und setzen: 

(78) o> = ä» + rra« + T« w« + • • •, 

Diese Reihen setzen wir in (72) ein und erhalten durch Gleichsetzen der 
Koeffizienten der Potenzen von x der Reihe nach die Gleichungen: 



(80) 



k' 






(81) 



o 



(*,*') 



A:' 



tr,, + ^**'>F,. + F*'*)TFi-), 



x?(*.*') 



(82) 



k' 



*' 



Ar' 



USW. 

Wir werden zeigen, daß sich diese Gleichungssysteme sukzessive auf- 
lösen lassen un^ä die Lösung aus der ersten Näherung eindeutig bestimmen. 
Für die physikalische Bedeutung wird es dabei, wenn auch das Lösungsver- 
fahren immer dasselbe ist, darauf ankommen, ob die Frequenz fs? in 
erster Näherung Null ist oder nicht. Wir unterscheiden danach zwei Fälle: 

1. langsame oder „akustische'^ Schwingungen, für die d> == ist, 

2. schnelle Schwingungen, für die © von Null verschieden ist. 
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§ 11. Langsam sohwingende (akastisohe) lange Wellen. 

Unter den Wurzeln ©i, . . . ©s, der Säkulargleichung von (80) gibt 
es immer genau 3, die den Wert Null haben. 

o o o 

Setzt man nämlich für CT^, Fj^, Wj^ eines der drei Wertsysteme 

i Ü,=-h 0, 0, 

(83) F,-0, 1, 0, {k^l,,..s) 

Itf,«o, 0, 1, 

80 sind wegen (11) die Gleichungen (80) für © = erfüllt (vgl. S. 32,(55)); 
dem entsprechen drei verschwindende Wurzeln der Säkulargleichung: 

(84) ©1 = 0, c>2«0, «3 = 0. 

Alle andern Wurzeln müssen von Null verschieden sein; denn sonst gäbe 
es Bewegungen der einfachen Atomgitter als starrer Systeme gegeneinander, 
ohne daß diese dabei Kräfte aufeinander ausüben. 
Die allgemeine Lösung von (80) für (d •= ist 

(85) tf,-f7, f,= r, w,-w, 

wo U, V, W noch zu bestimmende Konstanten sind. 

Wollen wir die langsamen (akustischen) Schwingungen untersuchen, 
80 haben wir die Wert« (85) und o) = in (81) und (82) einzusetzen. 

Nun ist aber das Koeffizientensystem auf der linken Seite von (81) 
dasselbe wie das von (80); die zu (81) gehörigen homogenen Gleichungen 
haben also die drei linear unabhängigen Lösungen (83). Folglich sind die 
inhomogenen Gleichungen (81) nur auflösbar, wenn die rechten Seiten, 
mit den Werten (.83) komponiert, Null ergeben. Das liefert drei Bedin- 
gungen für die drei Konstanten ü, F, W: 

k k k' k k' k k' 

(86) { f^^ J'G<*'*'> + ri;^*2m + ^:2B''''') + W^^^'''" = 0, 

^ ^ A A' * k k' k k' 

k k' k k' k k k' 

Durch NuUsetzen der Determinante dieser homogenen Gleichungen be- 
stimmt man cd*. Nun sind aber wegen (76) sämtliche Koeffizienten Null: 

(87) ^^ J^*'*'^ = 0,... 

* k' 

Polglich sind sämtliche drei Wurzeln der Säkulargleichung von (86) gleich 
Null, und die Größen f7, F, W bleiben unbestimmt. 



(89) 
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Die inhomogenen Gleichungen (81) sind also für die Werte (85) und 
(88) (^-0 

bei beliebigen Uj Vy W auflösbar; sie lauten dann: 

k' k' k' 

k' k' k' 

k' k' k' 

Aus irgend einer Lösung dieser inhomogenen Gleichungen erhält man die 
allgemeine Lösung durch Hinzufügen der allgemeinen Lösung der homo- 
genen Gleichungen in der Form: 

(90) Ü, + C„ V, + C„ W, + C„ 

WO Gl, C^y C3 Konstanten sind. 

Mit diesen Werten gehen wir in die Gleichungen (82) ein; deren 
linke Seiten haben wieder dasselbe Eoeffizientenschema wie (80), daher 
sind die Gleichungen (82) nur auflösbar, wenn die mit den Lösungen (83) 
der homogenen Gleichungen komponierten rechten Seiten Null sind. Daraus 
entstehen drei Bedingungen^ au& denen w^gen (87) die C^i, C,, Cj heraus- 
fallen; sie lauten: 

k k k' k k' k k' 

k' k . k k 

* k k' k k' k k' 



(91) 



k' k k k 



k k k' k k' k k' 

k' k k k 

Hier sind die Uj^y V^, Wj^ als Lösungen von (89) lineare homogene Funk- 
tionen von UyVyW] also hat man in (91) ein lineares homogenes Gleichungs- 
system zur Bestimmimg der bisher noch nicht festgelegten Werte ü, F, W. 

Die Säkulargleichung liefert ^. 



46 



Vergleich mit der Eontinuumstheorie 



An dieser Stelle brechen wir unser Verfahren der sukzessiven Appro- 
ximation ab und wenden uns zur Deutung des Resultates. 

§ 12. Vergleich mit der Eontinuumstheorie. 

Bis auf Glieder 2. Ordnung in r haben also die Amplituden der ebenen 
Welle die Werte 

(92) U+tU^-i , usw. 

und die Frequenz ist 

(93) oj« « T*P. 

Wir setzen nun 

(94) US ^ Uj . , , und tUj, = M;^, . . . 

« 

Benutzen wir dann die Bezeichnungen (7), (33), (36), (42), (74), (75), (93), 
(94), so gehen (89) und (91) in folgende Gleichungen über: 



(89') 



k' 



^w^i(ffa + ß'ß + f{'y), 



(910 



+ V i^-ff (^11«' + 9nß' + 9i,Y' + 2<7„^y + 2^„y « + 2g,,aß) 
+ »>{^)\fiicc* + f^ß* + f^y' + 2f^ßy + 2f,,ya + 2f,,aß) 

-'-^-2[u.iaf'a + 4^ß + 4'y) + v,{gr<^ + 9^'ß + 9i''r) 

+ w,(ff^a + f^^'ß+f'^'y)}, 

% 



Andererseits untersuchen wir die Gesetze der Fortpflanzung einer ebenen 
Welle gemäß der in § 5 entwickelten Eontinuumstheorie. Wir denken uns 
sämtliche Größen u^VfW^u^,... w^ proportional 

e e ^ , 

wo Xj y, z die Koordinaten im wirklichen Gitter sind, dann ist z. B. 

du L j T_ 27rt _ 

7^ - ZU ersetzen durch — r- a • w, usw. 



X 



Schnell schwingende lange Wellen 



47 



Setzt man das in die Ausdrücke (51) für die Spannungen und in die Glei- 
cliungen (53), (54) ein, so erhält man offenbar genau die Gleichungen 
(89') und (910. 

Damit ist bewiesen, daß die Vorstellung von der Bewegung 
der Partikel im Gitter, auf die wir in § 5 den Übergang zur Kon- 
tinuumstheorie begründeten, für lange Wellen kleiner Frequenz 
■wirklich berechtigt ist. 

Setzt man aus (89') die Werte von %,...w;, in (91') ein und be- 
nutzt die Yoigtschen Bezeichnungen (57), so erhält man dieselben Gleichungen, 
die die phänomenologische Kontinuumstheorie für die Fortpflanzung einer 
ebenen Welle liefert; der Vollständigkeit halber will ich sie ausführlich 
angeben. Es sind drei lineare homogene Gleichungen für u, Vy Wy deren 
Säkulargleichung das Quadrat der Schallgeschwindigkeit 

(95) "-^"«"l-« 

als Funktion der Wellenrichtung allein bestimmt. Sie lauten 

(Q(?u^u{c^^a^-{-c^^ß^+c^^y^+ 2c^^ ßy+ 2cr^^ ya+ 2c^^ aß) 

+w;(q5a^+Ce4/3*+C58y*+(^63+0/3y+(c55+Ci8)ya + (Ci4+C65)a/}), 
Q(^v^u{c^^a^ + c^^ß^+c^f+{c^r,+c^)ßyi'(c^+c^s)ya+{c^^^^ 
(QG)l +v{c,,a'+c,,ß'+c^y'+ 2c,^ ßy+ 2c^ ya+ 2c,^ aß) ^ 

+ ^ (^65 Ö^^+ Cilß^+ «43 y^+ (^23 + O ßY+ (^45+ ^ös) Y^ + (^64+ ^25) ^ß\ 

QC^w^u{c^^a^+c^ß^+c^^y^ + {c^+c^^)ßy + {(^^-]rCr,^)^ 

+ ^(^56«Hc42/3^+C34yH(C44 + C82)/5y + (C86+^54)y« + (C52+C46)«/3) 

+w{c^^a^+c^^ß^+c^y^+ 2c^ ßy+ 2c^^ ya+ 2c^^ aß). 

Die drei Wurzeln der Säkulargleichung c^yC^yC^ stellen die jSeschwindig- 
keiten der longitudinalen und der beiden transversalen Schallwellen dar. 



§ 13. Sohnell schwingende lange Wellen. 

Wir knüpfen an das Ende von § 10 an und untersuchen die von Null 
verschiedenen Wurzeln der Säkulargleichung von (80). 

Die Lösung, die zum Eigenwerte (d| gehört, sei 
(97) akjy ßkj, ykj Qc = 1, 2, . . . 5; j = 1, 2, . . . 3s). 

Dabei haben die zu den ersten drei Eigenwerten gehörigen Lösungen 
die Werte (83), die in Übereinstimmung mit der im folgenden gebrauchten 

Normierung mit ]/m zu dividieren sind: 
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(97') 



Schnell gchwingende lange Wellen 

«ii = ZT^y ßti =• Ö, ni = 0, 
ym 

ym 

ytn 



Dann gehen durch die Transformation 

3« 



(98) 



Jy 



3« 



die beiden zu den Gleichungen (80) gehörigen quadratischen Formen si- 
multan in eine Summe yon Quadraten über, d. h. es ist identisch 



(99) 



-2 -^US 



(*,*0 



s 8« 

Ar = l i = l 

3« 



Daher genügen die Größen (97) den Orthogonalitätsbedingungen: 



(100) 



^micclj + ßlj + ylj) - 1, 



$ 



2mk (akjcckj' + ßkjßkr + Ykjykj') = 0, j + /. 



*jfc=i 



Es sei nun S)^ eine r-fache, von Null verschiedene Wurzel; die zugehö- 
rigen r linear unabhängigen Lösungen von (80) seien: 

(101) akj, ßkj, Ykj. (j = 1, 2, . . . r; Ä = 1, 2 . . . s). 

Dann ist für diesen Wert &^ die allgemeine Lösung der homogenen Glei- 
chungen (80): 



(102) 



Ük^^Gjakj, fk^2Cjßkj, Wk^2Gsyks, 
j=i j=i j^i 



wo C^y . . . C^ willkürliche Konstanten bedeuten. Diese Werte sind auf 
der rechten Seite von (81) einzusetzen. 

Nun sind diese Gleichungen (81) nur auflösbar, wenn die mit (101) 
komponierten rechten Seiten verschwinden: 
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l L i' = i *' \ j'=i j'^i j'r=i JA 



+ ni 



i=i *' \ i'=i i'=i >'=i / ji 

(103) (j = 1, 2, . . . r) 

Dies sind r lineare homogene Gleichungen für Ci, . . . C^; um sie kurz 



zu schreiben^ setzen wir: 



(104) «,-.,'=^^"'{^^*'*"^«»,«r/ + B^'''-^ß,jß,j. + C''''\,jn'r 

k k' 

+ E^''''^(ß,jrkr + ykjßk'j') + F^'''\ykjccky + a^^yk'/) 

+ G^'''\€Ckjßk'y + ßk^^k'j')]. 

Wegen (74) ist 0jj' rein imaginär und geht bei Vertauschung der In- 
dizes in den konjugierten Wert über: ' 

(105) $;., — Oj.j. 

Mit Rücksicht auf (100) lauten dann die linearen Gleichungen für die Cji 



r 



(106) a>'Cj +^0jj'Cr = 0, (j == 1, . . . r). 

Diese gehören zu einer Hermiteschen Form, daher sind die r Wurzeln der 
Säkulargleichung reell. 

Sind die zu einer Wurzel co^ gehörigen Cj gemäß (106) bestimmt, so 
lassen sich die Gleichungen (81) auflösen. Die allgemeine Lösung besteht 
aus einer irgendwie gewählten Lösung der inhomogenen Gleichungen, die wir 
mit Uj^y F^, TFj bezeichnen, vermehrt um die allgemeine Lösung der ho- 
mogenen Gleichungen; sie hat also die Form: 

r r r 

(107) . ük+2Cja,j, r, + 2Cjßkj, w,+2cmu 

j=i >=i ^=1 

wo C^, . . , C^ willkürliche Konstanten bedeuten. 

Diese Werte sind auf der rechten Seite von (82) einzusetzen. Diese 
Gleichungen haben aber wiederum dieselben linken Seiten wie (80) und (81) 
und sind daher nur auflösbar, wenn die r Bedingungen 

(108) 2\ ^k\'^'m{ük'^ 2Cj'a,j) +2U^''''^(ük'^-2Cyak'j) +-) 

+ ^^m,m + 2{l""'"ü,.+ )] 

+ M ] + n>[ ]} =0 



50 Schnell schwingende lange Wellen 

O O O ■ 

erfüllt sind; dabei sind Vj^, V^, W^ die durch die vorhergehende Approxi- 
mation bestimmten Werte (102), und U^, F^, W^ eine irgendwie gewählte 
Lösung von (81). Zur Festlegung der letzteren hat man noch r Bedin- 
gungen frei; wir wählen diese folgendermaßen: 

(109) 2[Ü,[a,jm,-a>'+2{Ä^'''''\,'j + Ö<*''*V*V + ^^*''*V*v)] 

k' 

Dann reduzieren sich die Bedingungen (108) auf: 

(110) ^'Cj+2^j,yCy == - \^'Gj + 2^u'Cj\, 

wobei zur Abkürzung 

(lin %,y = 22 { T'''\,ia,'y + • • • + 2&'''^ßiiYk'i' + • • • } 

gesetzt ist. Diese Größen sind nach (75), (77) reell imd symmetrisch. 

Da die linken Seiten von (HO) mit denen von (106) übereinstimmen, 
so sind die Gleichungen (HO) nur auflösbar, wenn 



r r r 



(112) . ^'2c)+2 2^j.yCsCr^0 

ist. Hieraus bestimmt sich cä^ in eindeutiger Weise als reelle Zahl. Dabei 
ist der Einfachheit halber angenommen, daß co^ ein einfacher Eigenwert 
von (106) ist; andernfalls wird die Betrachtung ein wenig komplizierter. 
Jetzt kann man aus (HO) die C^, . . : Cr bestimmen, und für diese Werte 
sind die Bedingungen der Auflösbarkeit der Gleichungen (82) erfüllt. So- 
dann können aus diesen die Größen üi^F^, W^ bestimmt werden, wobei 
wieder r willkürliche Konstante C^, . , . Cr auftreten, die man benützt, um 
die Auflösbarkeit des Gleichungssystems der nächsten Approximation sicher 
zu stellen. 

Es ist klar, daß sich dieses Verfahren beliebig fortsetzen läßt und in 
eindeutiger Weise die formale Potenzentwicklung der Lösung und der 
Frequenz nach t liefert. 

Aus der Entwicklung 

(Oj = G)J + tcoj H ( j = 4, . . . 3s) 

findet man durch Wurzelziehen die Entwicklung von o selbst, die wir so 

schreiben: . ^ 

(Oj = G)j + r(Oj + • • • ; 

hier braucht die Größe 

_ 1 ^ 



(0 ,• =- O o 



Schema de« elaatiachen Spektinma 

moht notwendig positiv zu sein. Wir setzen zur Abkürzang 

mjS — Cj, {j = 4, ... 3s); 
daaa können wir schreiben: 



Fig. i. SchemiliHbs DarilelluDg dea el»li>ish«ii Sptfettnmi «In» KrlitiUglttati. 

Diese Betrachtungen lehren uns über das Aussehen des Spektrums folgendes: 
Zu jeder Wellenlänge und Wellenrichtnng gehören 3s Fre- 
quenzen Oj, o,, . . . Oj,. Für unendlich große Wellenlängen ver- 
echwinden 3 von diesen und lassen Entwicklungen der Form 

(113) ■ „j _'«' + ... 0_1,2,3) 

ZU, wo die positiven Größen c,,c^,c^ die Geschwindigkeiten der 
drei akustischen Wellen bedeuten and nur von der Wellen- 
richtung abhängen. Die übrigen Frequenzen haben für unend- 
liche Wellenlängen endliche Werte und lassen Entwicklungen 
der Form 

(114) mj=cä^ + ^^ + .-. 0' = 4,5,...3s) 

zu, wo die ra^ Konstanten sind und die (nicht notwendig positiven) 
Größen Cj von der Wellenrichtung abhängen. 

Wir werden zeigen, daß die 3s — 3 Frequenzen m^, (Oj, . . . Mj^ für die 
Dispersion der Kristalle maßgebend sind. Sind unter den Partikeln der 
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Eigenschwingungen 



Basisgruppe eine Anzahl von Elektronen, so geben diese wegen ihrer 
kleinen Masse zu ebensovielen ultravioletten Schwingungen Anlaßt); die 
Atome oder Atomkerne erzeugen ultrarote Frequenzen, die bei den Rest- 
strahlen sichtbar werden können. 

Für die spezifische Wärme kommen nur die ultraroten Frequenzen 
in Betracht, weil den ultravioletten Schwingungen nach der Quantentheorie 
eine unmerklich kleine Energie entspricht. 

§ 14. Ebene Wellen, Eigenschwingungen und Normalkoordinaten. 

Wir gelangen nun zu dem zweiten Teile des Beweises für die Be- 
rechtigung unseres Überganges zur Eontinuumstheorie. 

Wir haben zu zeigen, daß sich jede Gleichgewichtsstörung im Gitter 
als Superposition ebener Wellen auffassen läßt 

Diese ebenen Wellen spielen die EoUe der Eigenschwingungen oder 
der Normalkoordinaten eines endlichen Systems. 

Um übersichtliche Formeln zu erhalten, wollen wir die bereits in § 9 

diskutierten Wellen hier etwas anders darstellen. 

Wir setzen nämlich: 

9=-r(n, a), 

(115) ^ = 1^(11, b), 

^ = r(n,c) 

und nennen diese von Wellenlänge und Wellenrichtung abhängigen Größen 
die „Phasenkomponenten" der Welle. Dann schreibt sich die Phase der 
durch (70) dargestellten Welle so: 

(116) r(n, ril„) - r(n, r^*0 + l(p + mt + nx- 
Femer setzen wir: 

(117) U*= nj/^e*'-(«"<*'>, 

und sehen diese Größen statt üky F*, Wk als Amplituden der Welle an. 
Dann haben die Verrückungen im Obergitter nach (70) die Werte: 



(118) 












1) F. Haber, I.e. S. 8. 
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Setzt man das in die Bewegongsgleichnngen (68 ') 

ifc'(r,m',n') 



ein^ so erhält man an Stelle von (72) die Bedingungen 



(119) 



wobei 



(120) 









^ ^k^k' C»*»»") 



Sj(ifc,jfc0 -/09 + mV/+«/) 



eingeführt sind. 

Vertauscht man Je und k\ so geht jeder Koeffizient in den konjugiert 
komplexen Wert über; wir wollen den konjugierten Wert einer komplexen 
Zahl a mit S bezeichnen nnd haben dann 



(121) 



jl(*'»*) ^ ^(*»*') 



Die linearen Gleichungen gehören also zu der Hermiteschen Form^) 



k k' 



+ e'^'-N/gv +g^*'*''.li.' + ^''''H.h + &""'' 1*12*' + ®^*'*^i*^*'l, 

deren Wert reell ist. 

Bekanntlich sind die sämtlichen 3 5 Wurzeln cjj, . . . aj|, der Säkular- 
gleichung von (119) reell; hier können sie überdies nicht negativ sein, 
weil sie sich als Quotient von potentieller und kinetischer Energie bei dem 

Schwingungsvorgange darstellen lassen. Zu jeder einfachen Wurzel oj 
gehört ein bis auf einen Faktor bestimmtes Wertsystem Ij^, rj^, fj^., das die 
Gleichungen (119) befriedigt und das im allgemeinen komplex ist; wir 

nennen die cjj „Eigenwerte^ die 3s Wertsysteme „Eigenzahlen" imd be- 
zeichnen sie mit 



(123)* 



cor- ^kj, VkJ7 tkj (Ä = 1, 2, . . . s; j « 1, 2, . . . 35). 



1) Vgl. etwa: G.Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie. Leipzig 
1909; § 117, S. 279. 
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Normalkoordinaten 



Diese Größen sind im Sinne der Theorie der Hermiteschen Formen ortho- 
gonal. Durch die Substitution 



(124) 



Pj ^2{iij^k + VkjVk + iksik\ U = 1; 2, . . . 35) 



* = ! 



werden nämlich dieHermitescheEinheitsform und die Form jE? simultan auf eine 
Summe von Produkten jeder Variabein mit ihrem konjugierten Werte trans- 
formiert; indem wir die Normierung noch offen lassen, können wir setzen: 



3« 



(125) 



(126) 






Ä = l 



3« 



S=N'^(o^jPjPj. 



i=i 



Den Faktor N\ der noch von (p, ilfy % abhängen kann, werden wir sogleich 
geeignet bestimmen. Setzt man hier die Werte (124) ein und vergleicht 
die Koeffizienten entsprechender Glieder, so sieht man, daß man die Identi- 
täten (125), (126) durch folgende Gleichungen ersetzen kann: 



(127) 






[ OfürÄ + Ä'; 
für Je + Ä'; 



8« 



8« 

2 



ikj ik'j 



2 

8« 

2 

3« 






ikJ^k'j^Oj 



-^für h = h', 



1 OfürÄ + Ä'; ^ 



^ ^kjVk'j = 0; 



' V a^U^j^ - w ^'''\ y, -Jvkjlk'j = - 4^ e^*'*^, 



(128) 






N' 



8« 



N' 



3« 



3« 



3« 



Die Substitution (124) kann man nach den |a, i^kj ik auflösen; dann 
lautet sie: 



(124') 



3« ^ 

^k^N'^lj.jPj, 

z» 

Vk^N'^fikjPj, 

tk--N'^l,jPj. 
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Setzt man das in (125) ein und vergleicht die Koeffizienten p^j so sieht 
man^ daß man die Relationen (127) auch durch die folgenden ersetzen kann: 



9 



(127') 



^i^ikjikj + 'nkAkj + ikj tkj) «* j^/. 



*=i 



^(^kjlkf + VkjVkf + tkjlkf) = 0, j +/. 



jfc=l 



Die durch (124) eingeführten Größen Pj sind die ,^ormalkoordinaten" des 
algebraischen Problems^ auf das wir das transzendente durch den Ansatz 
(118) zurückgeführt haben. ^ 

Aus ihnen kann man nun ^^Normalkoordinaten^' für das transzendente 
Problem des unendlichen Gitters herstellen. Für dieses spielen nämlich die 
Größen 
fl29') S «*('9+»»»V'+»»/) ^ g«(i9+"»V'+«;r) ^ ^»('9+»»^+«/) 

die Eolle der ,,Eigenzahlen", die zu einem ,,Eigenwerte" oj gehören; sie 
bilden ein unendliches Schema, wobei jedes Element von zweimal vier In- 
dizes Jcj l, m, n und jy tp, ^, % abhängt. Daß die letzten drei ihrer Natur 
nach (Formel (115)) kontinuierlich variabel sind, ist im Prinzipe unwesent- 
lich und bewirkt nur, daß statt Summen Integrale auftreten; offenbar ge- 
nügt es, wegen der Periodizität der Exponentialfunktion 9?, ^, x auf das 
Intervall — jc, + jc zu beschränken. 

Bei der Normierung dieser Eigenzahlen ist zu bedenken, daß in Wahr- 
heit das Kristallgitter endlich ist. Wollen wir in Übereinstimmung mit 
der bei endlichen Systemen üblichen Normierung bleiben, so werden wir 
zu 'fordern haben, daß die über das ganze Gitter erstreckte Summe der 
Produkte der Größen (129) mit ihren konjugierten gleich 1 ist; das gibt 

die Bedingung v o " 

^ b (^kj^kj + rjkj^kj + tkj tkj) = 1, 

* (f,w/,«) 

oder wegen (127'): 

(130) , N'^N. 

Der Normierungsfaktor N' muß also von 9?, ^, % unabhängig und gleich 
der Anzahl der Parallelepipede des (endlichen) Gitters gewählt werden. 

Die „Normalkoordinaten" des Gitters definieren wir nun durch die- 
jenige lineare Substitution der mit "[/m* multiplizierten ursprünglichen Vari- 
abein W;fOT,n, . . .^), deren Koeffizienten die Eigenzahlen (129) sind; 

(131) Pj{q>, n>, X) =2 S y^* An l«+filni2*,+«'Jl,5*;>'^''"-'"'^-"''l 



1) Diese gelten hier als unbestimmte nnd haben nicht die Werte (118). 
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Wir werden im folgenden Paragraphen zeigen, daß sich die po- 
tentielle und die kinetische Energie als Summe (bzw. Integral) 
von Quadraten der reellen und imaginären Teile der P^ bzw. 
ihrer zeitlichen Ableitungen P^ darstellen lassen. Setzen wir also 

(132) Pj~Pj + iF/, 

SO sind die reellen Größen f^, P/ als reelle Normalkoordinaten zu be- 
zeichnen, während man dieP^ selbst die komplexen Normalkoordinaten 
nennen kann. 

Zerlegt man (131) in reellen und imaginären Teil, so findet man: 

* = 1 (/,wj,n) 

oder wenn man 

(133) |a; = li; + ii,kj 

setzt: . 

(131-) P;-^ S V^k{(u^i,n^\j + vlXnVh + w\%,nt'kj)oos{l<p+mtl^+nx) 

— (t4*m,«Sii + v[%^nV'kj + w^%,n^kj) sin (lq>+m'il; + nx) } ; 
und ebenso findet man: 

(131") P^^2 S Vm,{iu^lAkJ + V^n^nVh + ^^^^^ 

k — l (i,»w,n) 

+ (wSfi,nliO + '^hUnVkj + w\%^ntkj) COS (l(p + mt + nx)} ^ 

Man kann diese Substitution leicht nach den Variabeln uiX.n} • • • ^^f- 
lösen; denn (131) ist nichts als eine Fouriersche Beihe in komplexer 
Form oder eine Potenzreihe auf dem Einheitskreise, und (131'), (131") 

sind reelle Fouriersche Reihen. Die Auflösung der Substitution nach Ui^m,n, . . - 
läuft darauf hinaus, die Koeffizienten der Beihe (131) in der bekannten 
Weise zu bestimmen. Wir setzen: 



(134) 



e»> = a;, c'^^^y, e*^=^. 



Multiplizieren wir nun zunächst (131) mit l^/y und summieren über j, so 
.ergibt sich nach (127) • 



(135) 



8« 

J 



= 1 {l,m,n) -^ 



Nun multiplizieren wir mit x'^"^' y^^~^' 0'^ ^' und integrieren jede Va- 
riable längs des Einheitskreises der komplexen Ebene; da 

27ti für a = — 1, 

für a + — 1 



(136) 






Normalkoordinaten 



57 



ist, so finden wir 

(137) fXf^li.'sP^x-'-^r'""^''-"''dxdydB ^ ^^^- ym'uf^X'.n', 



o 



oder, wegen 



x~^dx = id<p: 



(138) 









— 1t 



^'-" = yl;.Är,l^*>^>^""^''"'''"'' (4 ^^^^'^^ 



71 
-»fit 



"'--=7ki(r.l^*^'*'""''''""'"''(^''^'''^'^- 



— n 



Damit sind die ursprünglichen Variabein als lineare Funktionen der kom- 
plexen Normalkoordinaten P; dargestellt. 

Setzt man (131) in (138) ein oder umgekehrt, so erhält man jedes- 
mal auf Grund der Relationen (127) identische Gleichheit. Also lösen die 
Transformationen (131) und (138) sich wirklich gegenseitig auf und sind 
vollkommen äquivalent. Daher kann man die P, immer so wählen, daß 
die wi*ii,«; . . . reell werden; man kann sie ja aus ihnen mit Hilfe von (131) 
berechnen. Zerlegt man dann die rechten Seiten von (138) in reellen und 
imaginären Teil, so erhält man für die reellen Teile: 

+^ 

y 71(1 jg \ J %J %/ jszl 



— n 



N 



während das Nullsetzen der imaginären Teile die Bedingungen liefert, die 
zwischen den P/, P/ bestehen müssen, damit die M/,*i,„, . . . reell aus- 
fallen: 

+ n 

(140) 0=JJJ ^^ { Pj'[^\j sin {l<p + mf -f- nx) + U'j cos (If + mif; + w^)] 



— 7t 



N 



— Pj'i^kj cos (l(p + milj + nx) — ^kj sin (l(p + mtl^ + nx)] ] -^^ydfpdfdx- 

AUe diese Betrachtungen gelten streng für das unendlich ausgedehnte 
Gitter. Für dieses ist die Anzahl der Normalkoordinaten Pj (9?, ^, x) unend- 
lich groß, da die Indizes g), ^, x kontinuierlich von — ;r bis + 7t laufen. 

Math. Monogr. 4: Born, Kristallgitter 5 
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Verteilung der Eigenschwingungen im Phasenraume 



In Wirklichkeit ist aber der Kristall endlich, und wir haben alle 
unsere Formeln nur als Näherungen anzusehen, die im Innern des Eristalles 
wegen der großen Anzahl der Atome sehr genau gelten. Dann wird aber 
im Phasenraume (p, ^j % nicht jedem Punkte eine Normalkoordinate Pj 
entsprechen; sondern die Anzahl der Normalkoordinaten ist genau gleich 
der Anzahl der Freiheitsgerade ^sN des Systems. 

In (138) -ist das fundamentale Resultat enthalten, das wir als Yer- 
teilungssatz der Eigenschwingungen so aussprechen: 

Die Eigenschwingungen ordnen sich im Phasenraume (p, ^, % 
zu 3s Systemen an, deren jedes für ein unendliches Gitter in 
eine stetige Funktion von (p, il^, % übergeht. Jedes der 35 Systeme 
ist über den Phasenraum gleichförmig verteilt. Bei einem end- 
lichen Systeme von großer Atomzahl ist die Anzahl der Schwin- 
gungen eines der 3s Systeme, die in einem Phasenbezirke dq)dipdx 
liegen, gleich 

N 



(141) 



(2^)^ 



dq)dipdx. 



Ferner beweisen die Formeln (138) unsere Behauptung, daß sich jeder 
Verzerrungszustand des Gitters als Superposition ebener WeDen ansehen 
läßt. Dazu haben wir nur die Gleichungen (138) etwas anders aufzufassen; 
denken wir uns Pj mit dem Faktor e'*^^ versehen, so erscheinen in (138) 
die Verrückungen unmittelbar als Superposition von Wellen der Form (118). 
Damit ist auch der zweite Teil des Beweises für die Berechtigung un- 
seres Überganges zur Kontinuumstheorie vollständig erbracht. 



§ 15. Darstellung der kinetischen und potentiellen Energie 

durch die Normalkoordinaten. 

Wir haben jetzt nachträglich zu beweisen, daß die komplexen Größen 
Pj{(p, ^, x) ^i^ Recht als Normalkoordinaten bezeichnet werden. Allerdings 
sind sie es nicht im eigentlichen Sinne. Denn die kinetische und poten- 
tielle Energie lassen sich nicht als Summe von Quadraten der Pj darstellen, 
sondern als Summe der Quadrate ihrer absoluten Beträge. Als reelle 
Normalkoordinaten sind also die reellen und die imaginären Teile PJ, P/ der 
Pj aufzufassen. Wir beweisen zunächst, daß die Hermitesche Integralform 



(142) 



2 






mit der kinetischen Energie T des Gitters identisch ist. Setzen wir hier 
nämlich die nach der Zeit differenzierten Werte (131) ein, so ergibt sich: 
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*^*^y >=0 k 'TF(»,m,«)(r,m',»') 
— n 

Nach (127) werdeD die Koeffizienten der Produkte W;*L,n wr,2i',n', • • • • von 
9, ^; ;( unabhängig; man kann daher die Integration ausführen. Benutzt 
man wieder die komplexen Variabein (134), so wird nach (136) 



SIS 



^^,dq>dtl>dx 



sss 



— 7t 

(2?f {) 



1, wenn Z«r, m=m', n = n', 
in jedem andern Falle. 



O 
Daher erhält man: 

(143) r = ^2 S »"* (»'-- + *'-- + «''--) = ^- 

Das ist die kinetische Energie. 

Ebenso behaupten wir, daß die Hermitesche Integralform 

(144) «^'-?XCr2^'^.^/(2|^^ 

mit der potentiellen Energie O identisch ist. Setzt man die Werte (131) 
ein, so ergibt sich: 

^^*^ j = l k k' (/,»i,n) (r,m',nO 

oder wegen (128) 



^'-Yfff22 S S V^^^'{«l*^.-«'*'<«'«**Ve.nt;ir2.'.n'58'*'*'' 



Wir betrachten nun eines der Integrale: 



+ 7t 



SSJ 






— 7t 
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und setzen darin den Wert (120) ein; gleichzeitig benutzen wir die kom- 
plexen Variabein (134). Dann verwandelt sich dieses Integral nach (136) in: 

und entsprechende Werte finden wir für die anderen Integrale. Setzen wir 
das oben ein, so erhalten wir: 

(145) *' y2 S 2 S U'^^,m-n,',.-^utl,nv!fX>' + • ' ■ 

k ihmyn) k' («',m',nO 

Das ist die potentielle Energie. 

Die Ausdrücke (142) und (144) beweisen unsere Behauptung. Führt 
man noch durch 

p,. = p, + iPi 

die reellen Normalkoordinaten P/, P, ein, so hat man: 

p p I p la p'a I p"3 

Setzt man das in (142) und (144) ein, so erhält man T und Q> als Summe 
(Integral) von Quadraten dargestellt. 

Viertes Kapitel. 

Die erzwungenen Schwingungen des Kristallgitters. 

§ 16. Die äußeren Kräfte und die Schwingungsgleichungen. 

Wenn äußere Kräfte auf das Gitter wirken, so sind zwei Fälle zu 
unterscheiden. 

Der erste Fall ist der, daß die Resultante der Kräfte, die an den Punkten 
eines Elementar-Parallelepipeds angreifen, nicht verschwindet. Wegen der 
Gleichberechtigung aller inneren Elementar-Parallelepipede müssen dann 
alle diese Resultanten dasselbe Vorzeichen haben; folglich ist die Resultante 
aller Kräfte auf das ganze Innere des Gitters von Null verschieden. Also 
kann das Gitter nur durch entgegenwirkende Kräfte auf die Randpartikel, 
d. h. durch an der Oberfläche angebrachte Spannungen, im Gleichgewichte 
gehalten werden. Eine genaue Behandlung dieses Falles erforderte also eine 
gesonderte Betrachtung der Verhältnisse an der Oberfläche und fällt daher 
aus dem Rahmen unserer Darstellung. Praktisch genügt es, die Kraftkom- 
ponenten pro Volumeneinheit X, Y, Z als stetige Funktionen von Xy y, z auf 
der rechten Seite der Gleichungen (53) der Kontinuumstheorie hinzuzufügen. 
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Der zweite Fall ist der, daß die Resultante der äußeren Kräfte an jedem 
Elementar-ParaUelepipede verschwindet. Kennen wir die Kraft^ die am 
Punkte rifL,n angreift, ÄifL,n* Tind bezeichnen die Komponenten vonÄi*^,« mit 

y(*) cn(*) q(*) 

SO soll also ''"'"' ^'*"'"' •^''"'"' 

(146) ^3eiln-0, :2An-0, ^3i,*L.n = 

k k k 

sein. 

Die Bewegungsgleichungen der Gitterpunkte lauten dann: 

(147) • m* üiX- = rll. + 2)lfi,., 

WO för die Xlfi,„, ... die Ausdrücke (10) einzusetzen sind. 

Der natürliche Weg, diese inhomogenen Gleichungen zu behandeln, 
ist der^ daß man die äußeren Kräfte nach den Eigenfunktionen der homo- 
genen entwickelt. Wir denken uns daher die äußeren Kräfte als eine Super- 
position von ebenen WeDen; eine solche Welle sei 

(148) ÄS*L,n « Stk e-'^' e'-^(«'^i*m,n) . 

Hier bedeutet to dieFrequenz, n (a,/3,y) die Wellennormale, und r hängt mit dem 
Elementarabstande 8 und der Wellenlänge X wieder so zusammen: ^ = — ]— * 
Die Komponenten X*, ^t, 3* der Amplitude Ä* müssen die Bedingungen 

(146-) 2'3e* = o, ^?)*-o, 2'3*-o 

k k k 

erfüllen. Hat man die Gleichungen (147) für den Ansatz (148) gelöst, so er- 
hält man die allgemeine Lösung durch Addition der Partikularlösungen, die 
den verschiedenen Wellen (148) entsprechen, aus denen sich die äußere 
Kraft zusammensetzt. Das werden im allgemeinen ähnliche Integrale «ein, 
wie die in den Formeln (137). Doch ist es nicht nötig, darauf einzugehen, 
weil nur die Wirkung von einfachen Wellen wie (148) von Interesse ist; 
und zwar kommt auch hier wieder nur die Lösung in Betracht, die dem sta- 
tionären Zustande entspricht, also ebenfalls eine ebene Welle von derselben 
Länge und Richtung wie die der Kraft (148). 

Setzen wir die Lösung in der Form (70) an, so erhalten wir durch Ein- 
setzen für die Amplituden folgende Bedingungen: 



(149) 






*' 



ö'm*TFt+^(F(*»*') Uk' + -E^*'*') Vk' + C(*»*') Wu) + 3*= 0, 
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deren homogene Teile mit den linken Seiten von (72) übereinstimmen. 
Diese Gleichungen stellen in Strenge die stationären Wirkungen äußerer 
Eraftwellen von verschwindender Resultante dar. 

Wir werden von ihnen zwei Anwendungen machen. Die erste betrifft zeit- 
lich und räumlich konstante Kraftfelder; für diese ist (d = und r = 0, und die 

Koeffizienten J.^*'**), . . . sind nach (73) durch die Konstanten -4o * ; ... zu 
ersetzen. Die zweite Anwendung betrifft langsame elektrische Schwingungen, 
deren Wellenlänge außerordentlich groß gegen den Elementarabstand d, ist. 
Auch dabei werden wir nur die ersten Glieder der Entwicklung (73) der 
Koeffizienten nach r beibehalten. 

Diese Betrachtungen sollen als Einführimg in die Kristalloptik dienen, 
die wir iin 2. Teile ausführlich behandeln werden; dort werden wir sehen, 
daß die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen im Kristalle gar nicht 
als ein Vorgang erzwungener Schwingungen aufzufassen ist. Trotzdem werden 
uns die hier gegebenen primitiven Betrachtungen dort von Nutzen sein. 

Wir wollen also die Gleichimgen (149) durch die folgenden ersetzen: 



(150) 



k' 



k' 



§ 17. Der zur Piezoelektrizität reziproke Effekt. 

Bringt man einen Kristall in ein homogenes elektrisches Feld @, so 
wirken auf die Partikel die Kräfte 

(151) *3£,».,e„ ö%^8,f&^, *3*-*t®.- 

Ihre Resultante ist Null (Formel (146)), weil der Kristall elektrisch neu- 
tral ist: 

(61) 2e, = 0. 

k 

Das Feld ® gibt zu einer dielektrischen Polarisation Anlaß; diese hat ein- 
mal elektrische Wirkungen, deren Maß die Dielektrizitätskonstanten sind, so- 
dann mechanische Wirkungen, die sich in meßbaren Deformationen äußern. 

Die Dielektrizitätskonstanten sollen im nächsten Paragraphen für den 
aUgemeinen Fall periodischer Felder besonders behandelt werden. Hier 
wollen wir die von einem statischen elektrischen Felde erzeugten Span- 
nungen berechnen. 

Wir haben aber eine allgemeine Bemerkung vorauszuschicken. Die 
gewöhnliche Dispersionstheorie berücksichtigt den Umstand, daß die elek- 
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trischen Ladungen der Partikel im Kristalle selbst ein Feld erzeugen^ das 
sich dem äußerem Felde überlagert; und zwar findet man nach H. Ä. Lo- 
rentz^)^ daß dieses Zusatzfeld gleich dem dritten Teile der erzeugten Polari- 

sation, ^ , ist. Wir wollen diese feineren Betrachtungen erst im 2. Teile an- 
stellen. Hier, wo wir die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Welle als er- 
zwungene Schwingung behandeln^ können wir vorauszusetzen, daß in dem 
Ausdrucke (8) für das Potential der Atomkräfte alle Wirkungen zwischen 
den Partikeln bereits enthalten sind, also auch die elektrischen Wirkungen. 
Das statische elektrische Feld (£ erzeugt Verrückungen U^, V^, W^, 
die aus (150) für o = durch Einsetzen von (151) hervorgehen: 

(152) 



* 



Die zugehörigen homogenen Gleichungen haben die drei unabhängigen Lö- 
sungen (83); trotzdem sind die inhomogenen Gleichungen (152) auflösbar, 
weil die Bedingungen (146) von den rechten Seiten (151) erfüllt sind. 
Die Lösungen wollen wir ausführlich anschreiben: 

( U, - ^l®,2A?'*''6t. + e,2S?-*'>fr + @,2F?'*''e,.) + C„ 

^ k' k' k' 

n - ■^{@,2G?'*'>fr + e,2B?'*''6.< + e,2'El*'*''**.') + c„ 



(153) 



*' k' 



^ ^ k' k' k' 



Diese Werte kann man nun für w^,t;^,M?^ in die Gleichungen der Kontinuums- 
theorie einsetzen. WoUen wir die Spannungen finden, die das elektrische Feld 
allein im Körper hervorruftj so haben wir in den Ausdrücken (51) die explizite 
von den Deformationen abhängigen Glieder fortzulassen und zu setzen: 



(154) 



k 

r; = 2i3f^k + ifv, + ^^w,) = 2if^'^k + 4*'«* + <^'w,), 

k k 

k k 

X; -:2(a%, + gfv, + f^'wi) = 2i3f^k + if'n + efw,). 



1) H. A. Lorentz. Ann. d. Phys. 9, 1880, S. 641. — La throne älectrom. de 
Maxwell, 1892. — Akadem. v. Wet. te Amsterdam 6, 1898, S, 618. 

Vgl. auch M. Abraham, Theorie der Elektrizität II, 2. Aufl. (Leipzig 1908) S. 258. 
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(155) 



Setzt man für u^y v^, w^ hier die Aasdrücke (153) ein^ %o fallen wegen 
(40) die Eonstanten 0^,0^^ C^ heraus und man erhält die Spannungen 
Xx, ' ' ' X^ als lineare Funktionen von @^, S^, @^. 

Die Koeffizienten dieser linearen Funktionen wollen wir nun mit den 
piezoelektrischen Konstanten in (66) vergleichen. Dazu müssen wir die 
Bildungsweise dieser ejj^ etwas genauer verfolgen. Sie entstehen^ indem man 
die Lösungen (56) der Gleichungen (54) in die Ausdrücke (65) für die 
Polarisationskomponenten einsetzt. Wir wollen nun für die rechten Seiten 
von (54) besondere Zeichen einfuhren, indem wir setzen: 

Wenn man die Gleichungen (54) mit 8 multipliziert, so werden ihre 
linken Seiten mit denen von (152) identisch, und ihre Lösungen lauten daher: 



(156) 



k' 






Daraus berechnen sich nach (65) die Komponenten des elektrischen Moments: 



(157) 



?. -~,22^(^o''\.b.- + iiV'B,n.'-^ to'''\.U 



k k' 






Setzt man hier die Ausdrücke (155) ein, so entstehen die piezoelektrischen 
Relationen (66) mit den Koeffizienten e^j^. 

Setzt man aber die Ausdrücke (153) in (154) ein, so sieht man so- 
fort, daß die entstehenden linearen Funktionen von ®^; @y, @^ genau die- 
selben Koeffizienten e^j mit vertauschten Indizes haben. Also findet man: 



(158) 



Kristalloptik 
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Die Wirkung des elektrischen Feldes ist also die zur Piezoelektrizi- 
tät reziproke Erscheinung^ und die Formeln sind dieselben^ die auch 
der phänomenologische Ansatz ergibt.') 



§ 19. Kristalloptik. 

Wir setzen nun in die Gleichungen (loO) die von einem periodischen 
elektrischen Felde (S ausgeübten Kräfte (151) ein. / 

Die Lösungen dieser Gleichungen haben die Form von rationalen 
Funktionen Ton (o*, deren Nenner die Determinante ist. Da die linken Seiten 
mit denen von (80) übereinstimmen, so sind die Nullsteilen der Determi- 
nante nichts anderes als die in § 13 eingeführten Eigenwerte 



oS oS 

Ol, ©3, 



o2 



(150') 



ZU denen als Eigenzahlen die GröBen a^t;, ßkjy yts (3'^) gehören. 

Wir wollen diese rationalen Funktionen in Partialbrüche zerlegen. Um 
dabei die übliche Normierung benutzen zu können, dividieren wir die Glei- 
chungen (150) durch "[/iwi und sehen ük Vmky F* Ynik, WkVtn^k als Unbe- 
kannte an; dann lauten sie: 

,r-^, ^(*,*0 (3t(*,tO 2^(*,*') 



(D 






Wendet man nun auf die ük, Vk, Wk die Transformation (98) und gleichzeitig 
auf die rechten Seiten die Transformation mit denselben Koeffizienten an: 



(159) 



9m 



Vm, U,=ym^ g, +2 i^kj V^k) 5 









s« 



k. 

k 



y^hSi+2((ikjV^k)!Sj, 



8« 



V^<.n=}^,^+^(ß,,ym,)^„^h^ym,s,+^(ß,,V^,)Sj, 



S« 



V^k 



i=4 

. 3« 



f^ V^k f^ 

so müssen die Gleichungen (150') in 

(160) ip' - «J) 1^ = Äy 

übergehen. Drückt man nun aus (159) Sj durch 36^, ^4, 3* a^s, so findet 
man wegen (100): 

(161) S, ^(3e,a,, + ?),/3,, + ay,,), (j = 1,2,... 3s). 



1) Voigt, Eristallphysik, § 409, S. 816, Formeln (4) und (10). 
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Dies setzen wir in (160) ein und lösen diese Gleichungen nach den |y auf; 
wegen cöj = ©g = cäj =« und (97') ergibt sich zunächst: 

(162) I, 1-^:^31,., ?, r,/-2%' ?» ^--2'3*, 

(o^ym k co^ym k (o^ym k 

und da die elektrischen Kräfte (151) die Bedingungen (146') erfüllen, sind 
(163) g,=^0, ^,^0, |3«0. 

Ferner erhält man für j = 4, 5, . . . 3s: 

(163') $j = -^ 



ö)8 - <0« 



Endlich setzen wir das in die Ausdrücke (159) für üj^, F^, Wj^ ein und finden: 



(164) 



3« 



Hier ersetzen wir X^, ^j, 3* ^lach (151) durch die Komponenten des Vek- 
tors ^6 und bilden nach (65) die Polarisation 5ß. Dann werden deren 

Komponenten lineare Funktionen von @^, @y, @,, die wir in der üblichen 
Bezeichnung folgendermaßen schreiben: 

(165) hß,= %e, + (fM-i)®,+ ^»®., 

Die Koeffizienten heißen Dielektrizitätskonstanten und hängen von 

der Frequenz cd des Lichtes und den Eigenfrequenzen (d^ des Kristalles ab. 

Führt man die „Ladungsvektoren" 2^'^ mit den Komponenten 



(166) 



Sf=2'«»>«*' Sy^=2^*y«*, S^'-^n/f* 



ein^ so erhält man 

-1 = 1^ e 



(167) 



'11 



«22 ~~ 1 






^■ = 4 ^ 

_i vi^ 

s > «81 — «18 — ^8 ^ tä? „ 0,1 > 



i«4 "^ 
8« 



ß^"^ 2.V^ 



=33 



^ ~ d» ^ ©?"— CO* ' ^12 *«l d» -^ W? — CO* 



> = 4 -^ 



;=4 -^ 



Erifltalloptik 67 

In den Gleichungen (165) ist formal die Eristalloptik^ in den Gleichungen 
(166) die Dispersionstheorie der Kristalle enthalten: in Wahrheit handelt 
es sich aber, wie schon hervorgehoben, bei der Fortpflanzung einer Licht- 
welle garnicht um erzwungene Schwingungen, sondern um freie, wobei die 
endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Kräfte eine wesent- 
liche Rolle spielt. Im 2. Teile werden wir diesen Vorgang genau studieren. 
Als Einführung aber ist es bequem, hier die formale Theorie durchzu- 
führen, die auf einer ziemlich äußerlichen Vereinigung der Gittermechanik 
mit der Elektrodynamik beruht. 

Die elektromagnetische Lichttheorie verknüpft den elektrischen Feld- 
vektor @ mit einigen andern Vektoren durch partielle Differentialglei- 
chungen; im Falle nichtmagnetisierbarer Körper hat man den Vektor des 
magnetischen Feldes § und die dielektrische Verschiebung 5D heranzuziehen. 
^ ist mit @ und ^ verbunden durch die Gleichung 

(168) ' 2) = ® + sß. 

nach (165) hat man daher 

Diese Relationen vereinfachen sich dadurch, daß man als Koordinatenachsen 
die Hauptachsen des EUipsoides 

^11^* + %y' + ^83^* + 2£23y;er + 2€^^zx + 2s^^xy = 1 

wählt. Bezogen auf dieses „Hauptkoordinatensystem^'^) wird die Glei- 
chung des Ellipsoides 

B^x^ + e2y^+ hz^^ 1 
und man hat 

(1680 2).=-^!®,, ^y=h% ®,= c»e,- 

hyhyh teiß^ii „Hauptdielektrizitätskonstanten" Die Maxwellschen 
Gleichungen lauten: 



(169) 



-t^-Hr = 0' -te+if = 0, 



div 2) =« 0, div $ =» 0. 

Für eine ebene Welle, bei der alle Vektorkoniponenten der Funktion 



^ni , , , 

-»w< —r-{ctx-]r(iy-¥yz) 

e e *• 



1) Es ist zu beachten, daß die Lage dieser Hauptachsen im allgemeinen von der 
Farbe des Lichtes abhängen wird, da die Dielektrizitätskonstanten von co abhängen. 
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proportional sind^ erhält man daraus: 



27C 



(170) 



to 



(^«».-y§,)+i®,= o, 



2« 



a .^ 



(^®.-yej'-v^.= o, 



2« 






¥(ye«-«e,)-T$.= o> 



1 

2« 






Die letzten Gleichungen besagen, daß sowohl der elektrische Verschiebungs- 
vektor wie der magnetische Feldvektor transversal schwingen. Eliminiert 
man aus (168') und (170) § und @, so erhält man: 



(171) 



M^--d-fCt^ 



^yß 



+ 



Hier ist 

(172) 






S),a ©ä^ 






w = 



23rc 



der Brechungsindex. Für diesen ergibt sich aus (171) die Bedingung: 



a' 



(173) 



1 



1_ 



+ 



ß' 



+ 






= 0. 



Das ist das Fresnelsche Gesetz der Lichtfortpflanzung in Kristallen. 

Auf diese Weise gewinnt, man alle Gesetze der Kristalloptik. Aber 
diese Betrachtungen müssen, wie schon gesagt,» als provisorisch gelten; 
man sieht dies direkt an folgendem Widerspruche: 

Wir haben bei der Aufstellung der Schwingungsgleichungen (150) 
der Gitterpunkte die Wellenlänge gleich unendlich gesetzt, nachher aber 
aus den Maxwell sehen Gleichungen das Fresnelsche Gesetz (173) abge- 
leitet, das zu jeder WeUenrichtung eine bestimmte Geschwindigkeit und, 
nach (172), eine bestimmte Wellenlänge liefert. Die Auflösung des Wider- 
spruchs wird im 2. Teile gegeben werden. Hier sei nur folgendes bemerkt. 

Bei der Berechnung der Gitterschwingungen haben wir diese als er- 
zwungene betrachtet; um nun ein Gesetz für den Brechungsindex bzw. 
die Wellenlänge zu erhalten, haben wir die periodische elektrische Kraft, 
die die Gitterschwingungen hervorruft, so berechnet,^ als läge ein kontinuier- 
liches, elektrisiertes Medium vor, in dem die Maxwell sehen Gleichungen 
gelten. Durch diese Verschmelzung von Molekulartheorie und Kontinuums- 
theorie haben wir aus den erzwungenen Schwingungen künstlich freie ge- 
macht und auf diese Weise eine Bedingungsgleichung für die Wellenlänge 
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erhalten. Dabei muß natürlich die klare Übersiebt über die Art der Approxi- 
mation yerloren geben. 

Wir woUen jetzt scbildem, wie der Vorgang in Wirklichkeit aufzu- 
fassen ist. Im stationären Zustande bringt die von außen auf den Kristall 
auffallende Lichtwelle die Partikel zum Mitschwingen; diese senden nun 
ihrerseits elektromagnetische Kugelwellen aus^ und der Vorgang muß not- 
wendiger Weise so verlaufen, daß das äußere Feld durch das Zusammen- 
wirken der unzähligen Kugelwellen im Innern durchschnittlich gerade 
kompensiert wird. Betrachtet man den Kristall als unendlich ausgedehnt, 
so braucht man auf das äußere Feld gar nicht zu achten. Man hat einfach 
einen wellenartigen Schwingungsvorgang der Partikel vor sich, der not- 
wendig von einem wellenartigen elektromagnetischen Vorgange begleitet 
ist^). Es sind freie Schwingungen, bei denen von jedem Partikel eine elektro- 
magnetische Kugelwelle ausgeht, die alle übrigen Partikel zu späterer 
Zeit erreicht und ihre Bewegungen beeinflußt. Auf diese Weise werden 
sich die Gesetze der Lichtfortpflanzung im Kristall vollkommen einheitlich 
ergeben. 

§ 19. Dispersion und Reststrahlen. 

Die Dielektrizitätskonstanten (16.7) hängen von der Frequenz cd der 
Lichtwelle und den Eigenfrequenzen atj des Kristalles genau in der Weise 
ab, die die gewöhnliche Drudesche Dispersionstheorie für das Quadrat des 
Brechungsindex in einem Medium gibt, in das ungedämpfter Schwingungen 
fähige geladene Partikeln von 3(s— - 1) Eigenfrequenzen eingelagert sind. Der 
Zusammenhang mit dem Brechungsindex n ist hier formal kompliziert, 
da nach (173) n noch von der Wellenrichtung abhängt. Man sieht sogleich, 
daß die drei Wellen, die sich parallel zu den Richtungen der Achsen des 
Ellipsoides 

fortpflanzen, als Brechungsindizes die Werte 

^i-Vhy ^2=1/^2, Wg-yTg 

haben; und £j, fg, £3 haben nach (167) die Form 

8« r> 

Charakteristisch für den Verlauf des Brechungsindex sind also die Eigen- 
frequenzen (Dj, bei denen er unendlich groß wird. 

1) Diese Auffassung ist zum ersten Male klar von P.P.Ewald ausgesprochen 
worden; 1. c. S. 10. 
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Wir wollen nun annehmen, daß von den 5 Partikeln^ Atome oder Atom- 
kerne, s —p Elektronen seien. Die Masse des Elektrons (i ist klein gegen 
die der Atome; ist § ein kleiner Parameter, so setzen wir 

(174) j^*^? ^^^ Ä == 1, 2, . . .p, 

ntj^^^li für fc = 2? + 1, ^ + 2, . . . s. 

Dabei sollen die Größen /i^, . . . /u. von derselben Größenordnung sein wie 
die Elektronenmasse 11 und das Größen Verhältnis von Atom- und Elektronen- 
masse wird durch den großen Faktor ^t ausgedrückt. 

Die Determinante J der Gleichungen in der Form (150') erhält man, 
indem man Schemata der Form 



(175) 






O^ 



*,*) 



Gi*-*") 



m 



*' 



*,*) 






V^k*^k' 

J^^k,k') 



v^^k ^^k' y^k ^* ' y^i 



2^(Ar, A') 



j^(k,k') 



k'"h' 



Cik^k^ 



ymj^m^- y^^k^k' y^k^'^k' 



schachbrettartig aneinandersetzt und in der Hauptdiagonale cp^ hinzufügt. 
Benutzt man hier die Bezeichnungen (174), so werden die Elemente: 



■ /j. i.»\ 



(176) 



A^y^ 



^0 



V 



m.m 



k ""k- 



— -—l^y wenn Tc^Tc « 1, 2, . . . p; 
— ^r.=-§, wenn ' 

y^i^ 



¥ ^p -l- 1, ... 5; 
wenn Ä, Z; ' = ^ + 1, . . . 5, usw. 



Die Ä^^^^'\ . . . betrachten wir als alle von derselben Größenordnung. 
Setzt man nun o* als Potenzreihe von § an: 

(177) a)^=a + ^ß + '-- 

und entwickelt die Determinante ^ nach Potenzen von |, so erhält man 
für die von § freien Glieder wegen (176) 

(178) z/ = ^3(.-p)-«'^+---, 

4*.*') 
wozi3(,_j,) die Determinante 3 (5 —|})ter Ordnung mit den Elementen — — ,. .. 

ist, in deren Diagonalgliedern a hinzuzufügen ist. 

Folglich verschwinden in erster Näherung Sp Wurzeln der Gleichung 
^ = und ihre Entwicklungen haben die Form: 

\h] = CCJ+ ^ßj+ ■■; j = 3p + 1, . . . 8s. 



(179) 



1 

J 
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Das bedeutet aber, daß die Frequenzen in 2 Sorten zerfallen; es gibt bei 
p Atomen 3j9 langsame und 3(5—^) schnelle Schwingungen, derart, daß 
der Größenordnung nach das Verhältnis einer Frequenz der ersten Sorte 
zu einer der zweiten Sorte sich verhält, wie die Wurzel aus der Elektronen- 
masse zur Wurzel aus der Atommasse. F. Hab er ^) hat wohl zuerst darauf 
aufmerksam gemacht, daß dieser Umstand durch die Erfahrung bestätigt 
wird; denn sieht man die 3(5—^) schnellen Elektronenschwingungen als 
diejenigen ultravioletten Schwingungen an, die sich beim selektiven Photo- 
effekt und bei der Dispersion sichtbaren und ultravioletten Lichtes bemerk- 
lich machen, so gelangt man von diesen durch Multiplikation mit der Quadrat- 
wurzel des Massenverhältnisses gerade in das Gebiet der ultraroten Fre- 
quenzen, die bei den Beststrahlen und der spezifischen Wärme in Erschei- 
nung treten. Zwischen beiden Gebieten aber liegen bei den festen Körpern 
keine andern Frequenzen. Diese Tatsache spricht mit großem Gewichte für 
die Richtigkeit der Vorstellung, Elektronen und Atome oder Atomkerne 
als gleichberechtigte Bausteine des Gitters aufzufassen und alle Konstanten 
-4^*'*), ... als von derselben Größenordnung anzunehmen. 

unter den 3|> langsamen Atomschwingungen sind natürlich auch die 
3 Schwingungen mit der Frequenz Null, cäj =» ä^ = (äj = 0, enhalten. Daher 
erhalten wir das Resultat: 

Enthält das Elementar-Parallelepipedon eines Kristalles p 
Atome, so ist die Anzahl ultraroter Eigenschwingungen höch- 
stens gleich 3(p— 1). 

Diese Frequenzen sind es, die für die Dispersion und Reflexion ultra- 
roter Lichtwellen maßgebend sind; sie werden gewöhnlich mit der Rest- 
strahlenmethode untersucht. Bemerkenswert ist aber, daß auch dann, wenn 
einige Atome ungeladen wären, sämtliche ultrarote Frequenzen in die Dis- 
persionsformeln (167) eingehen würden; denn da dort die zu einer Frequenz cäy 
gehörigen Zähler Summen über alle Ladungen Sj^ des Elementar-Parallele- 
pipeds enthalten, so verschwinden sie im allgemeinen auch dann nicht, 
wenn einige der Sj^ gleich Null sind. Das liegt an der gegenseitigen Kop- 
pelung sämtlicher Schwingungen. 

Es ist nun von Interesse, die Abzahlung der ultraroten Eigenfre- 
quenzen für die verschiedenen Kristallsysteme zu spezialisieren. Wir haben 
in § 7 die Koeffizientenschemata für aUe FäUe aufgezählt. Daraus erkennt 
man leicht folgendes: 

Im allgemeinen gibt es bei einem 2)-atomigen Kristalle*) 
für das trikline, monokline, rhombische System 3(^—1), 

1) F. Haber 1. c. S. 8. 

2) Unter einem p- atomigen Kristalle ist dabei ein solcher zu verstehen, der aus 
keiner Basisgrnppe, die weniger als p Atome enthält, aufgebaut werden kann. 
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für das trigonale, tetragonale, hexagonale System 2{p— 1), 
für das reguläre System p — 1 
ultrarote Frequenzen^). 

Fünftes Kapitel. 

Die ungeordneten Bewegungen der Eristallpartikel. 

§ 20. Die mittlere Energie und die spezifische Wärme. 

Nach Einsteins Hypothese, von der die heutige thermodynamische 
Theorie des festen Zustandes ausgegangen ist, kommt im statistischen 
Gleichgewichte jedem schwingungsfahigem Atome dieselbe mittlere Energie 
zu, die ein Planckscher Resonator unter der Wirkung der schwarzen 
Strahlen annimmt. Nun haben aber im Gitterverbande die einzelnen Atome 
keine bestimmten Frequenzen, sondern ihre Schwingung ist eine Über- 
lagerung aller monochromatischen Wellen, die den Körper durchziehen. 
Mathematisch kommt das in der Darstellung (137) der Verrückungen - 
durch die Normalkoordinaten zum Ausdrucke. In den Normalkoordinaten 
stellen sich nach (142) und (144) die kinetische und die potentielle 
Energie als Quadratsumme dar; jede reelle Normalkoordinate genügt einer 
Schwingungsgleichung 

(180) P,+ (o«P,= 

und entspricht daher einer Eigenschwingung von der Frequenz Oj, Dabei 
gehören zu jedem Punkte g?, ^, % des Phasenraumes 3s Normalkoordinaten 
und 3 s Frequenzen, und nach dem in § 14 bewiesenen Fundamentalsatze 
liegen in gleichen Teilen des Phasenraumes gleichviele Frequenzen jeder 
der 35 Sorten. 

Diese Normalkoordinaten genügen also nach (180) derselben Gleichung 
wie ein Planckscher Resonator; daher wird man annehmen müssen, daß 
sie es sind und nicht die Atome, auf die die Einsteinsche Hypothese an- 
gewendet werden muß. 

Wir schreiben also jeder Eigenschwingung Pj die mittlere Energie 

des Planck sehen Resonators , 

nv. 






zu; dabei ist Vj= ^ gesetzt. T bedeutet die absolute Temperatur, Je die 

Boltzmannsche Konstante (das Verhältnis von Entroßie zum Logarith- 
mus der Wahrscheinlichkeit) und h das Planck sehe Wirkungsquantum. 

1) Herr Dehlinger (1. c. S. 6) hat den einfachsten Fall dieses Satzes bewiesen, 
indem er zeigte, daß nach der Theorie gewissen 2- atomigen regulären Kristallen nur 
eine ultrarote Frequenz zukommt, wie es auch die Erfahrung bestätigt. 
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Die Vj können wir als stetige Funktionen von %tjX ansehen; die 

Anzahl Eigenschwingungen Vj im Phasenbezirk dtpd'^dx beträgt für jedes j 

N 
nach (141) -7^-^dq>diljd%. Daher ist die gesamte mitÖere Energie des 

Kristalles 

(181; £ -2 fjj-^ (^« ^f^"^^^- 

Hieraus findet man die spezifische Wärme bei konstantem Volnmen dorch 
Differentiation nach T: 

'(182) «'"-sf-, 

§ 21. Nähenmgsformeln. 

Die %s Eigenschwingungszahlen v^ zerfallen nach § 13 in zwei Gruppen; 
entwickelt man sie nämlich nach Potenzen der reziproken Wellenlänge X^ 
so ist nach (113), (114) 

(113) i',--^^ + --- C;-- 1,2,3) . 

(114) a,.»^^ + ^' + ... (j = 4,5,...35). 

Dabei sind c^, c^, c^ die meßbaren Schallgeschwindigkeiten, die von der 
Richtung der Welle abhängen, die v. sind die für die Dispersion nach 
§ 19 maßgebende Schwingungszahlen und c^, c^, . . . Cj, sind gewisse Funk- 
tionen der Wellenrichtung. 

Gemäß dieser Gruppeneinteilung werden wir nun auch die mittlere 
Energie in zwei Teile spalten: 



(183) 






^-MSSS^^'^'''*'^' 



-n e*^-l 



die in verschiedener Weise zu behandeln sind. 

P. Debye^) hat eine näheningsweise Berechnung der mittleren Energie 
angegeben, die darauf beruht, daß er das Kristallgitter durch ein Kontinuum 
ersetzt. Dieses hat unendlich viele Eigenschwingungen, während das endliche 
Glitter eine endliche Zahl 3^^ hat. Debye identifiziert nun die ersten 3^^ 
Eigenschwingungen des Kontinuums mit denen des Gitters. Das elastische 

1) P. Debye, 1. c. S. 8. 

Math. Monogr. 4: Born, Kristallgitter 6 
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Spektrum and seine Dichteverteilnng werden dabei nach der Kontinnums- 
theorie ausgerechnet; das läuft; darauf hinaus^ daß man die auf der atomi- 
stiscben Struktur des Eristalles beruhende Dispersion der elastischen Wellen 
vernachlässigt^ also die Reihe (113) bei dem hingeschriebenen ersten Gliede 
abbricht. Bei tiefen Temperaturen hat man dazu ein volles Recht; denn 
die Dispersion wird nur bei den hohen Frequenzen des Spektrums merklich, 
und wenn T klein ist, so ist für die hohen Frequenzen v^ der Exponent 

-j-jf SO groB, daß die Plancksche Funktion unmerklich klein wird. Die 

Anwendung auf höhere Temperaturen wird nur durch den Erfolg gerecht- 
fertigt. Wir können oflFenbar dieses Näherungsverfahren auf den ersten 
Teil E^ der Energie anwenden, der zu den akustischen Schwingungen gehört. 
Zunächst bilden wir den Phasenraum g?, tlf, % mit Hilfe der Formeln 
(115) auf den Raum ar, ßt^ yt ab; in diesem sind r, a, /3, y («* + /5^ + j/* = 1) 
Polarkoordinaten, und es sei dSl das Element der Einheitskugel. Bei der 
Abbildung geht der Würfel — 3t ^ 9, ^, ;i; ^ :r in ein Parallelepipedon über, 
auf dessen Grrenze x die von der Richtung abhängigen Werte t annimmt. 
Nach (115) ist: 

(184) dq) dilf dl = d{at) d(ßx) d(yt) = z^drdSl, 
Wenn wir nun mit der Deby eschen Näherung 

(185) -> = T=Ä^ 

setzen, so hat es keinen Sinn, den Wert i an den Grenzen des Integrations- 
raumes genau zu berechnen; denn der Ansatz (185) kann ja nur für kleine r 
gelten. Andererseis brauchen wir eine obere Grenze für die Integration 
nach T, und es wird ein ziemlich rohes Näherungs verfahren genügen; mit 
Debye gewinnen wir sie dadurch, daß wir den parallelepipedischen Inte- 
grationsraum durch eine inhaltsgleiche Kugel von Radius i ersetzen; d.h. wir 
bestimmen i aus der Gleichung 

also -~ 

(186) t» = 6«^ 

Wir setzen nun (184), (185) und (186). in ^i ein: 



3 ^ 

^ = 1 

Statt r führen wir nun die Integrationsvariable 



hCft 
2n& 



iCjt 



jTtökT 
c 
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ein; der oberen Grenze i entspriclit dann in jedem der 3 Integrale ein 
anderer Wert 

(188) ^j-^h^' (i-l»2,3). 

Führen wir nun (187) und (188) in E^ ein und beachten^ daß die c. nur 
von der Richtung a, ßy y abhängen^ so erhalten wir: 



^> 



(189) E, = ^-Tff2 l^^/^T''-' 

dabei ist: 

(190) r - Nd'^ 

das Volumen des Eristalles. 

Für die Maximalfrequenzen findet man durch Einsetzen Ton (186) 
und (190) in (188): 

(•") -'. ' S VBr ö - 1. 2, z). 

Da die c. für jedes Kristallsystem spezielle Funktionen der Richtungs- 

kosinus mit Elastizitatskonstanten als Koeffizienten sind^ enthält die Formel 
(189) noch eine wesentliche Abhängigkeit Ton der Kristallstruktur. 

Zur praktischen Rechnung ist sie noch zu kompliziert. Um sie zu 
Tereinfachen kann man sich folgender Überlegung bedienen: 

Man bilde 3 mittlere Schallgeschwindigkeiten nach der Regel 

Diese nur noch von den meßbaren Elastizitätskonstanten abhängigen Zahlen 
führe man statt der c. in x. ein, so daß auch diese von den Richtungskosinus 

unabhängig werden. Nun definiere man, ähnlich wie Debye, ,,Maximal- 
frequenzen" v. durch 

(193) i,^e,f^l^.^ (i=l,2,3) 
und „charakteristische Temperaturen" S. durch 

(194) ®j--k^ (i^l,2,3). 
Dann wird 

(195). S, = 5' 0' = 1>2,3), 

und man erhält 



r 



(196) 



y=i 



-r .(IX. 



6 



76 Spezifische Wärme 

Der erste Teil der mittleren Energie, der auf den akustischen 
Schwingungen beruht, besteht also aus drei Summanden, deren 
jeder die Form der Debyeschen universellen Funktion hat. Die 
drei charakteristischen Schwingungszahlen oder Temperaturen 
lassen sich aus den elastischen Konstanten berechnen. 

Wenn 0^, ö„ Ö3 nur wenig von einander verschieden sind, kann man 
sie durch einen gemeinsamen Wert & ersetzen; dadurch kommt man dann 
auf die Debyesche Theorie zurück. 

Die Formel (196) gilt streng für tiefe Temperaturen; in der nächsten 
Nähe des absoluten Nullpunktes kann man die oberen Grenzen der Integrale 
durch cx> ersetzen, und da «, 

J e*— 1 '^ 90 - 



ist, erhält man für tiefste Temperaturen: 

(197) E, = ^f r*. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung des zweiten Teiles E^ der Energie. 
Die Schwingungszahlen V4, . . . V3, sind nach (114) für große l identisch 
mit denen, die die Dispersion bestimmen (§ 19). Von da aus erstrecken sich 
nun die 3(5— 1) Spektren nach der einen oder andern Richtung. Die Dis- 
persionsfrequenzen v^ zerfallen, wie wir in § 19 sahen, bei einem Kristalle, 
der|> Atome und 5— p Elektronen enthält, in zwei Gruppen, 3(p— 1) ultra- 
rote und 3(5— p) ultraviolette. Die von den letzteren Stellen ausgehenden 
Spektra werden auch ganz im ultravioletten liegen; daher wird der Exponent 

^ für sie sehr groß sein, außer bei den höchsten Temperaturen, und die 

Plancksche Funktion wird einen verschwindenden Wert haben. Diese 3(s— p) 
Teilspektren werden also keinen Beitrag zu E^ liefern. 

Über die 3(p— 1) ultraroten Spektren läßt sich allgemein nichts weiter 
aussagen. Jedenfalls enthalten sie nicht so langsame Schwingungen, wie 

das akustische Spektrum; sie werden also bei tieferen Temperaturen nur 

hvj 
geringe Beträge liefern, weil der Exponent ^ beträchtliche Werte hat 

Daher kann man sich die Vereinfachung erlauben, dievon ^, ^, x abhängigen 
Schwingungszahlen Vj durch die konstanten Ausgangswerte ifj zu ersetzen; 
dann wird: «« 

(198) e,^n2-^' 

'■ = * 6*^-1 
Xede der Dispersionsschwingungen liefert näherungsweise einen 
Beitrag zur Energie, der dem einfachen Ansätze Einsteins ent- 
spricht. 
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Führen wir nun noch die charakteristischen Temperaturen: 



iV> 



(199) ©,-^^ (j = 4...3i,) 

ein, so erhalten wir für die Gesamtenergie folgende vernünftige Näherungs- 
formel: 

Der Wärmeinhalt eines |>-atomigen Kristalles, der aus l^Elemen- 
tar-Parallelepipeden zusammengesetzt ist, besteht näherungs- 
weise aus zwei Anteilen: Der erste Teil wird durch drei Sum- 
manden dargestellt, die die Form vonDebyes universeller Funk- 
tion haben, wobei die charakteristischen Temperaturen &i,9^,9^ 
sich nach (193) und (194) aus mittleren Schallgeschwindigkeiten, 
also aus den meßbaren Elastizitätskonstanten, berechnen lassen; 
der zweite Teil besteht aus 3(p — 1) Summanden, die, wie bei dem 
ersten Ansätze Einsteins, die Form der Planckschen Resona- 
toren energie haben, und zwar sind die charakteristischen Schwin- 
gungszahlen dieselben, die die ultrarote Dispersion desKristalles 
bestimmen. 

Damit ist auch die Frage im verneinenden Sinne erledigt, ob eine der 
Deby eschen Maximaisch wingungszahlen mit einer Dispersionsschwingui^s- 
zahl identisch ist. Theoretisch ist nur zu erwarten, daß sie sämtlich im 
ultraroten Gebiete liegen, und das ist durch die Erfahrung bestätigt. Na- 
türlich kann es in speziellen Fällen infolge der Eigenart des Gitters vor- 
kommen, daß eine der Maximalschwingungszahlen v^, Vj, v^ mit einer der 
Dispersionsschwingungszahlen Vj zusammenfällt. 

Die Anzahl der Glieder von E^ ist bei allen Kristallsystemen gleich; 
aber es können einzelne der Vj oder ®^ (; = 4, 5, . . . 3^) einander gleich 
werden. In § 19 findet man diese Fälle aufgezählt. 

Bei tiefer Temperatur verschwindet E^ exponentiell, während E^ wie 
T* geht. Daher gilt für sehr tiefe Temperaturen: 

(201) E^^g^. T\ 

Das.T^-Gesetz von Debye gilt bei hinreichend tiefen Tempe- 
raturen für den Energieinhalt jedes beliebigen Kristalles. 
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Zweitei: Teil. 
Die Elektrodynamik der Kristallgitter. 

Erstes Kapitel. 

Die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen im Gitter. 

§ 22. Meohanische und elektrodynamische Kräfte. 

Im ersten Teile haben wir angenommen^ daß die Atomkräfte sich mit un- 
endlich großer Geschwindigkeit ausbreiten. Darin liegt einbegriffen^ daß wir 
alle elektrodynamischen Wirkungen yemachlässigt haben; denn diese breiten 
sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Bei schnellen Schwingungen^ wie sie in den 
Lichtwellen auftreten, darf die Verzögerung der Kraftwirkung, die auf der 
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit beruht, nicht yemachlässigt werden. 

Wir wollen also jetzt die elektrodynamischen Wirkungen mit berück- 
sichtigen. Diese lassen sich nicht unter dem Ansätze (8) (S. 17) für das 
Potential der Kräfte einbegreifen; denn dabei ist vorausgesetzt, daß die 
Ejräfte zeitlos wirken. Wir haben daher die Grundgleichungen durch neue 
Glieder zu ergänzen. 

Wenn die Partikel sämtlich ruhen, so ist das von ihnen verursachte 
Feld elektrostatisch. Man muß annehmen, daß noch andere Kräfte als diese 
elektrostatischen wirksam sind; denn diese allein würden niemals stabiles 
Gleichgewicht ergeben. 

Allerdings wäre es möglich, daß es sich in Wahrheit gamicht um 
Gleichgewichtslagen, sondern um stationäre Bewegungen handelt. Bohr^) 
und Debye^) haben die Hypothese durchgeführt, daß die Atome und Mole- 
küle im Gaszustande aus positiven Kernen bestehen, um welche Elektronen 
in stationären Bahnen kreisen; dabei werden keine andern Kräfte als elek- 
tromagnetische angenommen und die absoluten Dimensionen des ganzen 
Systems werden durch die Quantentheorie festgelegt. Man wird versuchen, 
etwas ähnliches für den festen Zustand zu leisten. Die Schwierigkeit liegt 
darin, diese stationären Bewegungen im Gitter aufzufinden; denn es muß 
sich dabei um Ortsveränderungen von der Größenordnung des Elementar- 
abstandes 8 handeln. 

Wir wollen hier nur kleine Schwingungen um einen irgendwie ent- 
standenen Glei^jhgewichtszustand betrachten. Wir behalten daher die mecha- 
nischen Kräfte des ersten Teiles bei und ergänzen sie nur durch die elektro- 
magnetischen Wirkungen. 

1) N. Bohr, Phil. Mag. S. 6. Vol. 26, Nr. 151, Juli 1913, p. 1; Nr. 153, Sept. 1913, 
p. 476; Vol. 27, Nr. 159, März 1914, p. 506; Nr. 107, Nov. 1913, p. 857. 

2) P.Debye, Sitzungsber. d. kgl. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-phyg. Kl., 9. Jan. 1915. 
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§ 23. Der Hertssöhe Vektor und die Feldstärken. 

Wenn die geladenen Partikel des Gitters kleine Bewegungen um ihre 
Gleichgewichtslagen ausführen, so überlagert sich über ihr elektrostatisches 
Feld ein elektromagnetisches, das sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. 
Und wenn diese Störung ein anderes Partikel erreicht, so erfährt dieses 
eine Kraft. 

Zur Berechnung des Feldes zieht man am besten den Hertzschen 
Vektor 3 heran ^); dieser genügt der Wellengleichung. 

Wir wollen unter rr, y, e die Koordinaten im Obergitter ver- 
stehen. Dann lautet die Wellengleichung: 

(202) ,^z/3-^^;i--o. 

Die magnetische und elektrische Feldstärke drücken sich durch 3 folgender- 
maßen aus: 

Für den Vektor mit den Komponenten 

(*) (*) (*) 

fAW/,„,,n, *At;/,„„n, ^k^l.m.n 

führen wir das Zeichen 1)ifm,n ein; dieser Vektor ist eine Funktion der Zeit, 

Die Ton einem Partikel ausgesandte elektromagnetische Wirkung liefert 
zum Hertzschen Vektor den Beitrag*) 

WO 



2 



(205) i?!*«,» = {(x<ln - xY + (j/a.„ - yf + {etL,n - ^y} 

gesetzt ist. 

Wir wollen die elektromagnetische Kra£b berechnen, die ein Partikel 

Am,n vom ganzen Gitter erfährt. Diese besteht erstens aus der Kraft, die 
das Partikel auf sich selbst ausübt, zweitens aus der Kraft, die alle übrigen 

Partikel auf r/,m,n ausüben. 

1) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizität II. 3. Aufl. (Leipzig 1914), For- 
meln (48 c), (48 d), S. 55. 

2) Wir wählen die elektromagnetischen Einheiten gemäß dem von Heaviside 
vorgeschlagenen Maßsysteme, das H. A. Lorentz in seinem Encjklopädieartikel über 
Elektronentheorie benützt (Encykl. d. math. Wiss., Bd. V, Art. 13 und 14). 
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Die Ej'aft auf sich selbst erfordert znr Bereclmung in Strenge ein 
Eingehen auf die innere Struktur (etwa Starrheit) des Partikels. Für Par- 
tikel im freien Baume ergeben aber alle Theorien in erster Näherung das- 
selbe^ nämlich, daß diese Kraft proportional der Beschleunigung und ihr 
entgegen gerichtet ist; sie liefert also einen Beitrag zur Newtonschen Träg- 
heitskraft, und man nimmt gewöhnlich an, daß die Partikel gar keine 
andere als diese elektromagnetische Trägheit haben. Wenn zwei Partikel 
sich sehr nahe kommen, gelten diese einfachen Gesetze nicht mehr; doch 
kann man annehmen, daß die Abstände im Gitter groß genug sind, daß 
man solcEe Beeinflussungen yemachlässigen darf. 

Die Kraft der übrigen Partikel auf das Partikel tlfL,« berechnet man 
mit Hilfe des Hertzschen Vektors: 

(206) 3'(x,»,.)-.2^ S .b^? -, ^ 

wobei, wie früher, die Akzente an den Summenzeichen bedeuten, daß das 
Wertsystem k^k\ ? = ?', w = i»', n^n' auszulassen ist. 

um die Kraft zu berechnen, hat man aus 3' i**ch (203) 6' und ^' 
zu berechnen, dann den Vektor 

• 

zu bilden und darin a;, y, z gegen die Komponenten von ri^i»,n konvergieren 
zu lassen. 

Da 3', und somit auch @' und ^' lineare Funktionen der Ver- 
rückungen werden, ist der magnetische Anteil der Kraft quadratisch in 
den Verrückungen. Nun haben wir uns aber stets auf die ersten Potenzen 
der Verrückungen beschränkt; daher muß man sinngemäß den magnetischen 
Anteil der Kraft fortlassen. Mithin lauten die Bewegungsgleichungen: 



(207) 






dabei sind für X^,«, ... die Ausdrücke (10) (S. 18) einzusetzen. 

§ 24. Ebene Wellen. 

In diese Gleichungen werden wir nun wieder mit dem Ansätze ebener 
Wellen (70) (S. 41) eingehen. Wir bezeichnen den Vektor mit den Kom- 
ponenten ' 

h^k, h^k^ h^k 



c-'*"', 
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mit p^*^ . Dann können wir schreiben: 

(208) pe].n-p<*'e-*""e"("'^'--). 

Der Hertzsche Vektor hat also für eine ebene Welle den Ausdruck 

(209) 8' -2 8 ^-^ ,,^o 

Die Größe (siehe S. 68) 
(172) n=^'===^ 

ist der Brechungs index der elektromagnetischen Welle. 

Eine Funktion^ die in entsprechenden Punkten der Parallel- 
epipede des Obergitters gleiche Werte annimmt, wollen wir „pe- 
riodisch im Gitter^' nennen. 

Diese periodischen Funktionen wird man leicht beherrschen können. 
Daher wird man zunächst versuchen, den Vektor 3' auf periodische Funk- 
tionen zurückzuführen. 

Wir setzen zunächst^) 

(210) D'=2' S '— — ^^^wr —5 

dann ist 

(211) 3'=e— 'Q'. 

Sodann setzen wir 

(212) äQ = 2S ^^^ -^^^, ; 

dann ist 

(218) o._a-«-^-^_^^- 

Auch D ist noch nicht periodisch, läßt sich aber durch Multiplikation mit 
dem Faktor e~**("'^^ in eine periodische Funktion verwandeln; wir setzen 

(214) (g = e-»^(n.t)jQ. 

Dann ist 

(215) © =2^ S '— ^^, 

offenbar periodisch. 

1) Das gleichzeitige Auftreten des Bacbstaben n als Brccbungsindez und als 
Sommationszeichen kann wohl zu Verwechslungen keinen Anlaß geben. 
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(216) 
oder 



Der Hertzsche Vektor drückt sich durch @ folgendermaßen aus: 



Q' = e-iuyt {^t{n,x) (g _ 



P e 









(216-) 3'„e-""e<"''''^«)L"'<"''''^"~'')©-^ 

Die Berechnung von 3' 1^^^* ^^^^ ^^^ <^i® Herstellung des periodischen 
Vektors @ heraus. Diesen können wir nun folgendermaßen zerlegen: 

(217) @=^p(*)S(*), 

k 

WO S^^\ . . . S^'^ skalare Funktionen sind, nämlich 



(218) 
Dann wird 









(219) 3'= «-""%'■' ("'''•^"^ 



<« .(*) 






P V« 



s - 



+2j ^ 



(tO -.■»(n,rlfi,,,-r) (*<) 



S^ 



WO der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daß der Wert k''^k auszu- 
lassen ist. Da nach (207) der Vektor ®', der nach (202) durch Differen- 
tiation aus 3' entsteht, an der Stelle t<,m,„ gesucht wird, so ist hier X auf 
die Umgebung Ton r^m,n zu beschränken; daher können wir die Differenz 

xtl,n - r durch t^*^ - t 
und I^!lm,n durch 

(205 ') l?*) = i4fo. = { (a;« - xf + (y<*) - y)' + (^*) - zy] ' 

ersetzen, wenn wir r auf die Umgebung von r^*^ beschränken. 
Wir setzen zur Abkürzung 



(220) 
wo 

Dann wird 
(221) 






i(*.*0 = 



1 für ifc = V, 
für Jc + r. 



2' = e 



— i(i)t it\ 

e 



k' 



3jf(*,*0 jj(*0^ 



Ebene Wellen 
Daraus berechnen wir nach (203) die elektrische Feldstärke: 

(222) e'-i.(graddiy3' + ^!8'); 
ihre Komponenten sind: 

(222') I I a'y<*'*\(o 1 8'y<*'*\(tol 

Wir setzen nun zur AbkQrzong: 

(223) [^f ] « ^;/- [^(MO] ^^^ 
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(224) 



%k'-] «*«*'r^*9^^*'*'^- 



■fc,ifc'l «*«r r^'^^*'*'^- 



[2,2 J^ a» L äy* J^W' 13, ij d» L dzdx J,(*)' 



■A:,^•'l•. «*«ib'r^'^^***'^' 



^ L8,3j""(5»"L a^« J,W' Ll,2j d» L aa:at/ J^w 
Dann lauten die Bewegungsgleichungen: 



(225) 



Dies ist ein algebraisches Gleichungssystem von 3s Gleichungen für die 
Wellenamplituden C/j, . . . Wg. Die Koeffizienten sind bestimmte Funktionen 
von r, a, ß, y, also von Wellenlänge und Wellenrichtung. Die Gleichungen 
(226) sind eine Verallgemeinerung der mechanischen Schwingungsgleichungen 
(72) (S.42) des ersten Teiles. 

Wir behaupten nun, daß diese Gleichungen außer den im ersten Teile 
behandelten auch noch die optischen Eigenschaften der Kristalle vollkommen 
darstellen. Wir wollen diese Untersuchung nur für den Grenzfall langer 
Wellen durchführen, der auch im mechanischen Teile sämtliche beobacht- 
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bare Erscheinungen umfaßte. Auch die Länge der Lichtwellen ist bis ins 
sichtbare Gebiet groß gegen den Elementarabstand d; erst die Wellenlänge 
der Röntgenstrahlen kommt in die Größenordnung von d. Wir werden 

wieder eine Potenzentwicklung nach t «= — j— - vornehmen, was auf ein Ver- 
fahren sukzessiver Approximation herausläuft; dabei wird aber der Brechungs- 
index n als von t unabhängig zu behandeln sein. 

Zweites Kapitel. 

Die Gleiclumgeii für die Fortpflanznng langer 
elektromagnetisclieT Wellen. 

§ 25. Die Fourierschen Beihen der periodischen Funktionen S^^K 

Die Koeffizienten (223), (224) lassen sich berechnen, sobald man die 
Funktion «?(*»*') in der Nähe der Stelle r^ kennt. Hierzu ist nach (220) 
vor allem nötig, die periodischen Funktionen 3^\ , . . S^'> zu studieren. 

S^^^ ist nach (218) durch eine Summe definiert, die über das einfache 
Gitter zu erstrecken ist, dem t^^^ angehört. Diese Summe ist aber, über 
das unendliche Gitter genommen, divergent; daher wird man sich nach 
solchen Darstellungen von jS^*) umsehen, die auch für das unendliche Gitter 
bestehen bleiben. Da der Hertz sehe Vektor 3' der Wellengleichung (202) 
genügt, befriedigt der Vektor D' die Gleichung 

und derselben Gleichung genügt aucli Q; wir schreiben 

(226) z/a + ^ D - 0. 

« 

Daraus kann man eine Differentialgleichung für den Vektor @ herstellen. 
Es ist z. B. 

also 

^D^ = (- T^©^ + 2ir(n, gradSJ + ^©Je**(«'^). 

Mithin genügt ©^ der Differentialgleichung 

(227) r«(^\ - l) ©, + 2tr(n, grad @J + ^@, = 0, 
und derselben Gleichung genügen ©^^ ©,. 
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Diese Gleichungen sollen durch den Ansatz (217) für beliebige Vek- 
toren p(*^ befriedigt werden; dann müssen die 5^*^ der Differentialgleichung 

(227') T«(^-, - l)S(*) + 2iT(n, grad S^) + z/SW = 

genügen. 

Die Darstellung (218) zeigt, daß S^^^ diejenige Lösung der Differential- 
gleichung (227') ist, die periodisch ist und überall analytisch im Parallel- 
epiped außer an der Stelle r^*^, wo ihr Verhalten durch die Gleichung 

beschrieben wird. Dabei bedeutet das Zeichen A. P. eine in der Umgebung 
von r^*) regulär analytische Funktion. Durch diese Forderung ist umge- 
kehrt S^*) eindeutig bestimmt, wie sich aus dem folgenden ergibt.^) 

Wir wollen nun SW in eine Fouriersche Reihe entwickeln, die als 
Perioden -Parallelepiped das Elementar- Parallelepiped des Obergitters hat; 
sie wird die Form haben: 

(228) Ä<*^= S Cne^""""'^'\ 

WO der Vektor q/,w,n so bestimmt ist, daß jedes Glied der Reihe periodisch 
im Gitter ist. Wenn man also den Vektor r um a, oder um b, oder um c 
vermehrt, muß der Exponent um ein Vielfaches von 27ci zunehmen; das 
liefert 3 Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten von q;,m,i»> nämlich 

(q/,m,i„ a) = 27cl, (qi,m,», b) -- 2n:m, (q/,m,«, c) = 2;rn; 

die Determinante dieser 3 linearen Gleichungen ist nach der Formel (1) 
des ersten Teiles (S. 14) gleich 1, also lautet ihre Lösung: 

(229) q/,n^n = 2;r { l[h,c] + m[c,a] + w[a,b] } . 

In trigonometrischer Form läßt sich die Fouriersche Reihe so schreiben: 

(228') s(*)= S ^->- + ;-^>- :!^cos(q,.,.,r) + i '^---^ ;-^>- -^^8in(q,,„,.,r) 

Die Koeffizienten lassen sich in bekannter Weise durch besjjimmte Integrale 
über das Elementar-Parallelepiped darstellen: 

(230) siln ='fffl^'^e-'^''''"^'-''^dx dy de. 



1) Die Existenz der Funktion 5^*^ läßt sich mit Hilfe der von D. Hubert ent- 
wickelten Methoden beweisen (D. Hubert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912; 2. Abschnitt, Eap. YIII, S. 58, Kap. IX, 
S. 66, und 6. Abschnitt, Kap. XVIII, S. 219). 
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Wir können diese nun mit Hilfe der Greenschen Formel 

(231) fff(fJcp-g>^f)äxdydz=ff(f^-q>^)d6 

aus der Differentialgleichung (227') berechnen. 

Dabei werden wir das Raumintegral im folgenden stets über das 
Elementar-Parallelepiped des Obergitters erstrecken, ausgenommen kleine 
Kugeln, durch welche die etwa Torhandenen Singularitäten der Funktionen 
f und q) ausgeschlossen werden; und das Flachenintegral erstens über die 
äußere Begrenzung des Parallelepipeds, zweitens über die Oberflächen der 
kleinen Kugeln, v bedeutet die äußere Normale. 

Hier wählen wir 

dann ist f regulär im Parallelepiped, während g) bei t^*) unendlich wird 
wie ;.v. Daher hat man erstens ein Oberflächenintecn-al über die Be- 

grenzung des Parallelepipeds, und dieses verschwindet, weil sich wegen 
der Periodizität der Funktionen f und g) die von gegenüberliegenden Seiten- 
flächen herrührenden Anteile zerstören. Zweitens ein Integral über eine 
kleine Kugel um die Stelle r^*); auf dieser ist 

^? = _ M*^ = _J__ 4. 

WO die Punkte Glieder andeuten, die von niederer als 2. Ordnung unend- 
lich werden; also hat das Oberflächenintegral bei verschwindendem Radius 

den Wert (/\(*) = e ^ '»'"»'* ^. Bedenkt man ferner, daß 

ist und benutzt die Differentialgleichung (227'), so erhält man: 

j[jfjrj-/-[T*(i- 1) ÄW+ 2ir(n,gradSW)] + \(],,m,nffS^'^\dxdyde = (n,i,). 

Das Integral des zweiten Gliedes kann man durch partielle Integration 
umformen; dabei föllt wieder das Oberflächenintegral über die Begrenzung 
des Parallelepipeds wegen der Periodizität fort, und das über die kleine 
Kugel liefert keinen Beitrag. Man findet also 

f I /7(n, grad /SW) dx dy dz f f f^^^^ ("' 8^^^ /) ^^ ^^ ^^ 

i (n, qz,m.«) i i iS^^^fdx dy dz. 



= % 

Setzt man das ein, so erhält man schließlich 



{ ; q^,m,n 7 + 2t (n, q,„,„) - r« (^ - l) ]J'ffs^'^ fdx dy d0 = (/), 



.(*) 



4 .t > 



oder 



(232) «)/m,« 
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n'— 1 



q/,n,,n i*+ 2ir(n, q,,^,„) + t^* — ^ 



Diese Fourier sehen Koeffizienten sind also sämtlicli in der Umgebung von 
r — reguläre Funktionen von r außer So,o,oj der den Wert ,. «_i> ^^*- 
Wir wollen diesen daher von der Reihe abtrennen und schreiben: 

WO der Akzent am Summenzeichen wieder bedeutet, daß das Wertsystem 
;»0, m»0, n»0 auszulassen ist. Da die Funktion 5^*^ nur von niederer 
als zweiter Ordnung unendlich wird, so konvergiert diese Reihe überall 
außer in den Punkten der Geraden, die durch die singulären Stellen r^^'^ 
zu den Vektoren a, 6, C parallel gezogen sind. (Siehe Anhang.) 

Nun wollen wir die Summe nach Potenzen von r entwickeln; wir setzen: 

(234) S(*) - -r:!-f -^^ + S^o*^ + S<*^ + S^*^^ . . .; 

dabei ist ... 

^, »(q, ,t-t^ 

(235) s<*)= S « '•'^- 



(»,»n»n) ! ^/,m,/i 



(236) s«*) 2 S' ^"' '''■"■'"^ ^ 






.ß /,m,n , 



(/,»w,n) "/.m,M I 

(237) S^*> = S' ! '^"'^^---"^^ - ^'^' 

usw. 

Um die Koeffizienten der Schwingungsgleichungen zu bilden, sind diese 
Größen zweimal nach x,y,z zu differenzieren; man sieht aber sogleich, 
daß dabei Konvergenzschwierigkeiten auftreten. Darum wird man suchen 
müssen, die Entwicklungskoeffizienten S^^\ S^^\ . . . unabhängig von ihrer 
Darstellung durch die Fourier sehen Reihen auf Grund ihrer inneren Eigen- 
schaften zu definieren. ^ 

§ 26. Die Fotenzentwickung der Funktionen 5^*) nach r. 

Die Formel (234) zeigt, daß wir mit dem Ansätze 

•« * 

(234 S« = -^ + -^'*- + S^*) + S W T + f « T» + • • • 

T TT 

in die Differentialgleichung (227') einzugehen haben; setzen wir die Faktoren 






SS 
der 



Potoszen tob r glädi Xall, i 
d«- Beihe folgende DiSegfiitMJgVidi 



f&r 



Koef- 



(238) 



/ 



a . ^S* « 0, 



bi z#S 



^•^ 



2i s^gnidS' 



c? 



^5; « — 2i iLgrid5\' - 



t Qi 



e ^5' =- — 2i ii,giadS' I — 



— 1 



5* 



•-1^* 
■« -^t ' 



•-•■ _ 

Die Funktionen .S' ' , nnd simtlkh periodiedi. Ihr Yeilialtai an der 

singolären Stelle r*^ ist dmdi die Formd (218 *) S. (85) diaimktmsiert; 

entwiekeln wir diese nad r, ao eiluüten wir: 

Danuia lesoi wir fiber das Yeilialten der KoefBziaiten bei r*> folgendes ab: 



(239) 



fa) 


S*J-A.F., 


b) 


,^*)-A.F., 


c) 


.<?*) ' J. A F 


" A«*-*) ' ' 



d) S'*) = 

e) §'*)- 



,(n,,(*)_t) 



+ A. F., 



* 4«ir*) 8,««^ +A.r., 



Während iS|^*' bei t<*^ von 1. Ordnung anendlich wird, sind S(*), /S<*>, . . . 
dort selbst endlich, aber ihre Ableitungen werden anendlich. 

Durch die Bedingungen (238) und (239) zusammen mit der Forde- 

rung der Periodizität sind, wie wir sehen werden, die Funktionen S^^\ . . . 
eindeutig bestimmt. 

Hierbei werden wir außer von der Formel (231) von den Greenschen 
Sätzen 

(240) JJJjfdxdydz~JJ^d6, 



^ v-^:* VT~~ 



':'^: 
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(2«) ///l(50'+CD"+('.-)'l''""""+//>"'«""' 



-//r 



SS 



Gebrauch machen, wobei das Integrationsgebiet ebenso gewählt wird wie dort. 

Zunächst kann man mit Hilfe von (241) schließen, daß S^^^ konstant 

•* 
ist. Denn setzt man darin /"— S^^\ so verschwindet wegen (238 a) das zweite 

Baumintegral; da nach (239a) /'im Innern regulär ist, hat man das Ober- 
flächenintegral nur über die Begrenzung des Parallelepipeds zu erstrecken, 

♦» 
und da S^*) periodisch ist, verschwindet es. Daher bleibt: 

•« 

und da jS^'^) offenbar reell ist, folgt daraus 

(242) «(*) = konst. 
Infolge dessen lautet nun die Gleichung (238 b): 
(238 b) z//SW=0, 

* 

und da nach (239b) 5(*> überall analytisch ist, so folgt auch: 

(243) ^« = konst. 
Jetzt lautet die Gleichung (238 c): 

(238c) z/Sl*) = — ~- ,S^*), 

wo die rechte Seite konstant ist. Ihren Wert kann man mit Hilfe von 
(240) bestimmen. Setzt man darin f = S^^ ein, so wird die linke Seite 

wegen (1) gleich — r~^^*^5 ^^s Oberflächenintegral über die Begrenzung 

TW 

t 

des Parallelepipeds ist wegen der Periodizität gleich Null, und es bleibt 
rechter Hand nur das Integral über eine kleine, um die Singularität r^*^ 
von S^*) geschlagene Kugel. Da auf dieser nach (239 c) 

ist, so hat dieses Integral bei verschwindendem Eugelradius den Wert 1. 
Folglich wird: 

(242') Ä<*'=^1' 

und die Differentialgleichung für ä^) lautet: 
(238 c') z/S^*) = 1. 

Math. Monogr. 4 : Born, EristaUgitter. 7 
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* 
In analoger Weise bestimmen wir die Konstante S^*). Dazu setzen 

wir in (240) /*= 5^*^ und benutzen die Differentialgleichung (238 d) sowie 

die Stetigkeitsbedingung (239 d). Nach dieser verhält sich S^*) in der Nähe 

von r^*) wie -^ — p^^.. = —. — , wenn d' den Winkel zwischen dem Ra- 

dius Vektor r^*) — r und der Wellennormale n bedeutet; das Integral der 
normalen Ableitung verschwindet also, wenn der Kugelradius zu NuU kon- 
vergiert. Folglich wird: 

(243')' ÄW=0. 

Daher, lautet die Differentialgleichung für S^*): 

(238d') ^SW = - 2^•(n, grad S^*)). 

Die folgenden Differentialgleichungen (238 e, f, . . .) erfahren weiter keine 
Vereinfachung. 

Die Differentialgleichungen (238 c', d', e, f, . . .) bestimmen zusammen 
mit der Forderung der Periodizität und den vorgegebenen Singularitäten 
die gesuchten Funktionen bis auf je eine additive Konstante. Aber auch 
diese sind völlig bestimmt, wie man durch Anwendung der Greenschen Formel 

(240) sieht. Setzt man nämlich in dieser f = S^^\ so verschwindet nach 
(239 e) das Oberflächenintegral über die kleine, die Singularität ausschlie- 
ßende Kugel, und es bleibt: 

=^J fj^:imdxdydz ^l/T A^' gradSW)rf^rfyd^ 



"1 



~Jffsi^)dxdydz. 



Das erste Integral rechter Hand verschwindet aber, weil sich in dem 
skalaren Produkte 

in jedem Gliede eine Integration ausführen läßt und S^^^ periodisch ist. 
Also wird 

(244) fffy^ dxdydz == 0. 

« 

Nun haben die Differentialgleichungen für alle folgenden Funktionen 

S^^\ . . . genau dieselbe Form, und die Funktionen erfüllen analoge Un- 
stetigkeitsbedingungen ; daher gilt allgemein: 

!fffs(')dxdyd0^O, 
fffW')dxdydz = 0, 
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Unser Resultat können wir so zusammenfassen: 
Es gilt die Entwicklung 

(234) «<*) - -,**-,- . -, + S<*) + Ä«T + SWt» + • • •; 

dabei erfüllen die Koeffizienten folgende Differentialgleichun- 
gen: 



(238) 



fz/3») = 1, 
^S(i) 2i(n,gradÄ^*)), 



n»— 1 



z/Ä^*) - - 2J(n,grad5W) + -~S^\ 



Sie sind ferner periodisch im Gitter, ihr Integral über das Ele- 
mentar-Parallelepiped des Obergitters verschwindet, nnd sie 
sind in dem Parallelepiped analytisch bis auf die Stelle r^*), wo 
sie sich so verhalten: 



(239) 






S 



4.nR^^^ 



+ A. F., 



^(*)__ 1 (n,t(*> — r)* 1 pW, ATI 



Sie werden durch die Fourierschen Eeihen (235), (236), (237), ... 
dargestellt. 

Bezüglich deren Konvergenz erkennt man jetzt, daß die Reihe für S[p 
überall konvergiert außer auf den Geraden, die durch den singuläxen Punkt r^*) 
zu den Vektoren a, b, c parallel gezogen sind, während die Reihen für S^^\ 
Ä , . . . überall außer in der Singularität konvergieren. (Siehe Anhang.) 

§ 27. Berechnung der Koeffizienten der Schwingungsgleichungen. 
Wir setzen nun 



>(*,*o 



-»tr(n,r^*^-r) 



»iO if/jW 



(245) F'"^"'' = e-^^"'" -\SV + S^''\ + S^*'^ T^ + . . .) - -^^^) ^" ; 
dann wird nach (220) 

(246) ^(^^^O = -2^*^ • \ 6-'^("'^^*^-^) + P(*'*'). 

Entwickelt man jetzt P<*»*') nach Potenzen von r, 

(247) P^*'*'^ = P^*'*'^ + P^^'\ + p»*\2 + . . ., 

so sind sämtliche Koeffizienten in der Umgebung von r^*^ reguläre ana- 
lytische Funktionen; denn man findet: 

7* 
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(248) 







^sP 



-p(*,*') 










und wenn man die in (239) aufgezählten Singularitäten der S^\ . . . be- 
rücksichtigt, so sieht man, daß auch fär h ^¥ die P^*»**^, ... in der Um- 
gebung des Punktes r » t^*^ regulär analytisch sind. 

Man kann nun die Koeffizienten (223) und (224) der Bewegungs- 
gleichungen folgendermaßen schreiben: 



(249) 



^k^k' 



s- 



.!^-,A + [i^*'*^],(*))^ 



K] - 

Ll,lJ- ^» \ n»-l + L dx^ \jk)y 



(260) 



1 



rfc,*! 8^V| ßy^t 



-V-7 + 






JcWT 



Setzt man das in die Bewegungsgleichungen (225) ein, so kann man yon 
den Summen die Bestandteile absondern, die den ersten Gliedern der For- 
meln (249), (250) entsprechen, wobei man sich an die Definition der Polari- 
sation pro Volumeneinheit (S.36) 

'Px °^ Jt ^^ ^k ^kJ ' ' • 

k 

zu erinnern hat. Dann nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an: 

m*a)*f7,+2 {(^(*>*'>)C4'+(ö(*'*'))F*'+(F(*'*'))TFr} + ^.^ D^'^'^^ük^ 



(251) 



*' 



*' 



' 5 „-'^(^' -««*("' ^))-0' 






+ 






-^{%-ßn\xim = ^, 
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dabei ist gesetzt: 



(252) 






(£(*,*')) == i;(*,*') + 






(253) 



D(*,*') «****' [P(*,*)] 



:(*)* 



Diese Koeffizienten sind sämtlich nach ganzen Potenzen von r entwickel- 
bar, die sich aus der Reihenentwicklung (247) der Funktion P (*»*') sofort 
herstellen lassen; wir schreiben: 

(254) (^**'>) = C^*'*"^) + rCi**'*")) + r»(3<*'*'') + • • -, 

USW. 

Die Gleichungen (251) sind die gesuchten Verallgemeinerungen der mecha- 
nischen Schwingungsgleichungen (72) (S.42) des ersten Teils; sie unterscheiden 
sich von diesen dadurch, daß zu den mechanischen Kraftkoeffizienten Zusatz- 
glieder treten, und durch Terme, die der erzeugten Polarisation propor- 
tional sind und den Brechungsindex enthalten. 

Es wird nun zunächst nötig sein, zu untersuchen, ob die neuen Koeffi- 
zienten (-4^*»*')), . . . sich im wesentlichen ebenso verhalten, wie die alten 
-4^*»*'), . . ; denn nur dann kann dasselbe Lösungsverfahren der Gleichungen 
(251) zum Ziele fuhren, das wir auf die rein mechanischen Gleichungen 
(72) angewandt haben. 

§ 28. Die Eigenschaften der Koeffizienten nnllter Ordnung. 

Die Haupteigenschaften der mechanischen Koeffizienten nullter Ord- 
nung bestehen in der Symmetrie (27) (S. 26) 

jik\k) j{k,k') 

und in den aus (11) (S. 18) und (24) (S. 25) folgenden Relationen 

^ ^0 * = ü, . . . 

Man sieht nun sogleich, daß die Symmetriegleichungen auch von den 
neuen Koeffizienten (-4o * ), ... erfüllt werden. Denn für Ä + ifc' ist nach 
(248) P^*'*'^ mit So^'^ identisch; femer zeigt die Fouriersche Entwicklung 
(235), daß /S^*'^ eine gerade Funktion der Differenz r— r^*'^ ist. Daraus folgt, daß 



(257) 9)^*^-^«i'Pi 
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die Funktion So imd ihre Ableitungen gerader Ordnung an der Stelle r^*^ 
dieselben Werte annehmen, wie die Funktion iSo tind ihre entsprechenden 
Ableitungen an der Stelle r^*\ Also ist speziell 

p'p^*'> 1 [si^:^-] (.,.,. 

mithin 

(255) (4*''*0 - (4*-*^), 

und entsprechende Formeln gelten fOr die übrigen Koeffizienten. 
Jetzt wollen wir untersuchen, ob die Relationen 

(256) J'(4*'*'^) = 0, . . . 

erfüllt sind. Die Frage läuft offenbar darauf hinaus, wie sich die zwei- 
ten Ableitungen der Funktion 

an der Stelle r^*) verhalten. 

Diese Funktion q>^^^ kann man sehr einfach deuten; sie ist nämlich 
das elektrostatische Potential aller Gitterpunkte ausgenommen den Punkt r^*). 
Schreibt man sie in der Form 

(257') '^''-'P-I.h' 

WO 

(258) 9 =^£r5^*^ 

80 muß g) mit dem elektrostatischen Potentiale aller Gitterpunkte über- 
haupt identisch sein. Denn die Funktion 9 hat folgende Eigenschaften: 

1. sie ist periodisch im Gitter; 

2. sie erfüllt die Differentialgleichung 

^9«^6,'^Är = ^^*' = 0; 

k' k' 

3. sie ist imParallelepiped analytisch außer andens Stellen r^^^r^^^, . . . X^'\ wo 

ist. 
Folglich muß sie bis auf eine additive Konstante mit dem elektro- 
statischen Potentiale aller Gitterpunkte übereinstimmen, das für ein end- 
liches Gitter durch die Summe 

definiert ist; und 9^*) ist das Potential aller Punkte ausgenommen r^*^ 
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Die Bedingungen (256) fQr die Möglichkeit^ das ganze Gitter als 
starres System zu verschieben, lauten also 



:^Af"^-i[''Sl-o-- 



Die mechanischen Koeffizienten ^o '^ ? • • • können daher nur dann 
dieselben Bedingungen wie im 1. Teile erfüllen, wenn an der Stelle r^*) 
die sämtlichen zweiten Ableitungen des elektrostatischen Potentials aller 
Gritterpunkte außer r^*) verschwinden; d. h. wenn die „mechanischen" 
Kräfte für sich im Gleichgewichte wären, so müßte jeder Gitterpunkt 
unter der elektrostatischen Wirkung der übrigen im indifferenten 
Gleichgewichte sein. Das würde eine Beschränkung der Gitterstruktur 
bedeuten-, doch liegt diese Frage außerhalb des Rahmens unserer Unter- 
suchung. 

§ 29. Die Eigenschaften der Koeffizienten erster Ordnung. 

Die mechanischen Koeffizienten erster Ordnung sind lineare homogene 
Funktionen der Richtungskosinus a, /3, y der Wellennormale; gemäß der 
Formel (74) (S. 42) des ersten Teiles haben wir: 

Femer sind sie nach (76) schiefeymmetrisch: 

Man sieht nun leicht, daß diese Eigenschaften auch den neuen Koeffizi- 
enten (J[ (*'*')) ... zukommen. Denn die Fouriersche Entwicklung (236) 
zeigt, das S^*^ eine lineare homogene Funktion von a, ß, y ist; wir setzen 

(259) S^*^ = - 2 (a M*^ + ^M*^ + y^^^) ; 
dann wird nach (248) 

(260) P(*'*'^ = - »(«Pf'*'' + ^P</'*'^+ yP<s*'*'^ + ^), 
wobei 

(261) Pf'*"' = - 2iSi*^ + {^'^ - x)^r ,... 

gesetzt ist; diese Funktionen sind auch für k = ]c' überall im Parallelepiped 
analytisch. 

Beim Differenzieren von P(*»*') fällt das konstante Zusatzglied fort, 
und die Koeffizienten (-4^*»*'^) werden lineare homogene Funktionen der 
a, ßy y, die wir so schreiben: 

(262) U«*'*'') = - i {«Uf'*')) + ^U*'*'^) + yUP''')}, . . .; 
dabei ist 

(263) Uf '*'>) = 4''' + ^' [-23.« >• • • (i = 1. 2, 3). 
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Aas der FourierBchen Entwicklung (236) liest man ferner ab, daß S^^^ 
eine ungerade Funktion der Differenz r — r^^^ ist; daraus folgen nach (248), 
ähnlieh wie im Torigen Paragraphen, die Symmetrieeigenschaften: 

(264) (J(*''*)) - - (J^*'*')), . . . 

Aus den Größen ^f'*'^ haben wir im ersten Teüe, Formel (36) (S. 27) 
die Summen , __ 

^J ^ ^ ^ y • ' ' 

k' 

gebildet; diese erfüllten die Belationen (38) des ersten Teiles. Es ist nun 
zu untersuchen, ob die neuen Koeffizienten die analogen Bedingungen 
erfüllen. 

Dazu setzen wir in Analogie zu der Formel (257) des vorigen Para- 
graphen 

(265) g-r-Ä'i^/'*'^, 0- = l,2,3), 

und fassen diese Größen als Komponenten eines Vektors ^^^\q>^i\(p^t\^i^) 
auf Dann kann man die Frage offenbar so formulieren: 

Wie rerhalten sich die 3 mal 3 ersten Ableitungen der Komponenten 
des Vektors rot »W an der SteUe r^? 

Durch Differentiation erhält man aus (261): 

- dz ---^'^T + ^y^'^-y^-jT- 

Diese Gleichungen multiplizieren wir mit Sk' und summieren über ä;'; da- 
bei können wir die durch die Formel (258) des vorigen Paragraphen defi- 
nierte Funktion q) einführen und erhalten: 

Nun darf man die Fouriersche Reihe (236) einmal gliedweise diffe- 
renzieren, weil ÄW selbst stetig ist und nur die erste Ableitung von 1. Ord- 
nung unendlich wird. Dabei liest man ohne weiteres ab, daß identisch 

(266) -a-;- = Tf'--- 

ist. Daher ergibt sich 

(267) rot »(*) « [grad 9, t^ - r]. 

Setzt man hier nach Formel (257') des vorigen Paragraphen 
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80 wird . (t_t(*)) 

grad q> - grad gp(*) - '^^.f^ • 

Da nun das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst rerschwindet, 
erhält man: 

(268) rot «<*) - [grad q)(*), r^ - r]. 

Hier ist 97^^) das elektrostatische Potential aller Gitterpunkte außer dem 
einen r^*); wenn die ersten Ableitungen von 9?^*^ an der Stelle r^*^ den 
Wert NuU haben ^ d. h. wenn die elektrostatischen Kräfte für sich in 
jedem Gitterpunkte im Gleichgewichte sind, so verschwinden die 3 mal 3 
ersten Ableitungen von rot 85^*^ bei r^*^. In diesem Falle erfüllen die 
mechanischen Koeffizienten allein die Gleichungen (38) (S. 27) des ersten 
Teiles. Im allgemeinen wird das aber nicht der Fall sein; sondern es 
genügt zu verlangen, daß die Gleichungen (38) bei Berücksichtigung der 
elektromagnetischen Zusatzglieder erfüllt sind. 

§ 30. Die Eigenschaften der KoefOsienten zweiter Ordnung. 

Die mechanischen Koeffizienten zweiter Ordnung sind quadratische, 
homogene Funktionen der Richtungskosinus a, ß, y der WeUennörmale; 
gemäß der Formel (75) (S. 42) des ersten Teiles haben wir: 

Ferner sind sie nach (77) symmetrisch: 

Diese Eigenschaften kommen auch den neuen Koeffizienten (J.^*»*')), ... zu. 

Nach der Fourierschen Entwicklung (237) erscheint S^*) zunächst als 

inhomogene, quadratische Funktion von a, /3, y\ doch kann man sie sofort 

auf die homogene Gestalt bringen, indem man zum zweiten Gliede den Faktor 

hinzufügt; wir setzen 

(269) ÄW = «^M? + • • • + 2^yS^§ + . . .; 
dann wird nach (248) 

(270) P^*'*'^ - - ia^Pti'^ + • ; . + 2^yPä'*'^ + ...), 
wobei 



(271) 



Pf,«*') = _ Mi'^ _ 2i{f^ - ^)sr + kif' - xy^p + |-j^ ^' 



nf' --^^S-i\{r-yW^{?'''-^^^^^^^ 
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gesetzt ist; diese Funktionen sind auch für Ä =» Ä' in der Umgebung des 
Punktes r = r^*) regulär analytisch. 

Die Koeffizienten (2.^*'*^), . . . lassen sich nun so schreiben: 

(272) (P'*'') {a^Afn + ■■■ + 2ßAÄfn + •••},.••; 

dabei ist 

(273) {AtP) = Atf + «i-;^ [^-^]^(.), ... (Ä, i = 1, 2, 3). 

Die Fouriersche Entwicklung (237) zeigt, daß S^*) eine gerade Funktion 
von r — r^*^ ist; daraus folgen, wie früher, die Symmetrieeigenschaften: 

(274) (I'*'-«) = (!**'>), . . . 

Aus den Koeffizienten Afj , . . . haben wir im ersten Teile die Summen 

gebildet, und diese erfüllten die Relationen (45), (46) (S. 29) des ersten Teiles. 
Wir müssen annehmen, daß die entsprechenden Gleichungen für die neuen 
Koeffizienten gelten. 

§ 31. Größenordnung und Stabilität. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob die elektromagnetischen Zusatzglieder 
bei den Kraftkoeffizienten überhaupt in Betracht kommen. 

Der Umstand, daß wir die Potentialaufgaben, durch welche die nume- 
rischen Faktoren bestimmt werden, auf das Obergitter bezogen haben, 
ermöglicht es, die Größenordnung leicht abzuschätzen. Denn diese nume- 
rischen Faktoren haben die „Größenordnung 1". Daher ist die Größenordnung 

der Zusatzglieder durch den Faktor -.3- bestimmt. 

Die Größe der ursprünglichen, mechanischen Koeffizienten muß der 
Ordnung nach mit dem Produkte co^mjfc übereinstimmeu. Es fragt sich also, 
ob diese beiden Ausdrücke in dieselbe Größenordnung fallen, oder, anders 
ausgedrückt, ob die aus der Gleichung 

berechnete Frequenz in das ultrarote oder ultraviolette Gebiet fäUt, je 
nachdem man für mk die Masse eines Atomes oder die des Elektrons nimmt. 
Es ist nun bekannt genug, daß diese Dimensionsgleichung tatsächlich 
Frequenzen der richtigen Größenordnung liefert. Man erhält nämlich genau 
dieselbe Gleichung, wenn man ein Teilchen von der Masse w* und der 
Ladung £]^ um ein festes Partikel von der Ladung s^' auf einem Kreise 
vom Radius S rotieren läßt und die Gleichheit der Zentrifugalkraft und 
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der Coulombschen Anziehuiig ansetzt. Setzen wir für €k and ej^ das elek- 

S 1 

irische Elementarquantam £ = 5« 10~*^cm» g« sec"^, für w* die Masse des 
Elektrons ft ^ 10~*' g, und für d den mittleren Atomabstand, der etwa 
10~®cm beträgt^ so wird 

o — — -* == lO^^sec"^; 



dem entspricht eine Lichtwellenlänge 

0) 



2- 10-*cm = 0,2iii, 



die im äußersten Ultraviolett liegt. 

Was die genaue numerische Berechnung der elektrodynamischen Koeffi- 
zienten anlangt^ so ist dazu die Lösung gewisser Aufgaben der Potential- 
theorie erforderlich, die wir genau angegeben haben. Es scheint aber, daß 
die periodischen Potentiale im Räume noch nicht systematisch bearbeitet 
worden sind. Die Gittertheorie der Kristalle bietet also den Mathematikern 
eine neue und dankbare Aufgabe. 

Nur ein Fall läßt sich leicht ausrechnen. Das Elementar-Parallelepiped 
sei ein Würfel, der ein Partikel in seinem Mittelpunkte enthalte ; für dieses 
möge fe = 1 sein. 

Wir berechnen die Zusatzglieder nuUter Ordnung, die durch Differentia- 
tion der Funktion Pq entstehen. Offenbar genügt p^*'*^^ ebenso wie /So , 
der Differentialgleichung ,^ ^^ 

femer werden aus Symmetriegründen die Ableitungen 

^fp{i,i) ^,p(i.i) ^.p(i,i) 

dyoz ' dzdx ' dxdy 
im Mittelpunkte des Würfels verschwinden, während die 3 andern Ablei- 
tungen a«p(i,i) a»4'''^ ^'4'''^ 

~dx^^ ~dy*~' ~dz^ 

.einander gleich, und zwar wegen der Differentialgleichung gleich ^ werden; 
daher erhält man: 

Nimmt man nun an, daß das Partikel ein Elektron sei, das dicht an 
einem schweren Atome gelagert ist, dessen Bewegung vernachlässigt werden 
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kann^ 80 hat man den von Ewald behandelten Fall eines regulären Dipol- 

gittere. Dann ist -^ s^ U^ == ^^ zu s^tzen^ und die soeben ausgerechneten 

Zusatzglieder bewirken, daß in den Bewegungsgleichungen Terme der 

Form ^ Y ^^ ^^^ mechanischen Kräften hinzutreten. Das entspricht genau 

dem Lorentzschen Ansätze, nach dem auf ein Teilchen im Innern eines 
polarisierten Mediums außer den übrigen Kräften noch eine Wirkung ans- 

geübt wird, die von einem elektrischen Felde der Starke ^ herzurühren 

scheint. 

Unsere Zusatzglieder sind also eine genaue Verallgemeinerung des 
Ansatzes der Lorentzschen Dispersionstheorie. 

Die elektrischen Wechselwirkungen sind dem Volumen des Elementar- 
Parallelepipeds umgekehrt, also der Dichte direkt proportional; das entspricht 
genau dem Lorentz-Lorenzschen Gesetze der Dispersionstheorie ^). 

Nun drängt sich die Frage auf, ob nicht überhaupt die elektromag- 
netischen Kräfte genügen, um alle Eigenschaften des Gitters zu erklären^ 
so daß man die mechanischen Kräfte einfach fortlassen kann. 

Für die Annahme spricht vor allem die Übereinstimmung der Größen- 
ordnung, die wir soeben festgestellt haben. 

Gegen die Annahme entscheiden aber die Stabilitätsbetrachtungen. 

Wir schreiben die Bewegungsgleichungen für r = an und lassen 
die auf die Polarisation bezüglichen neuen Terme fort: 



Diese haben genau die Form der mechanischen Gleichungen (80) (S. 43) 
des ersten Teiles. Unter ihren Lösungen müssen sich diejenigen Werte 
Uk, Vjc, Wk finden, für die die quadratische Form 

k k' 

zum Minimum wird mit der Nebenbedingung: 

k 

und zwar findet man durch Multiplikation der Gleichungen mit ZJ*, Vk, Wk 
und Addition als Minimalwert 

. 1) \g\, etwa M. Abraham, Theorie der Elektrizität 11^ (Leipzig 1914), 3. Aufl. 
§ 29, S. 260. 
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Damit sich reelle Werte der Frequenz w ergeben, darf also der Mini- 
malwert von 0^ nicht negativ sein. 

Wäre nun etwa (Ä^*^^)>Oj so würde für 

C/i= /--, I7,= 0,... f/,-0, F, = 0,... F = 0, TTi-O.... Tr,= 

die Nebenbedingung erfüllt und gleichzeitig Oq<0 sein; O^ hätte also ein 
negatives Minimum. 

Folglich müssen die Koeffizienten (^i*'*)), (iS^*'*0, (^^*'*0 sämtlich 
negativ sein, damit das Gitter mechanisch stabil ist. 

Das ist aber für die elektromagnetischen Koeffizienten sicher nicht 
der Fall; bei dem oben durchgerechneten Beispiele hatten sie z. B. sämtlich 

den Wert + «Is- Allgemein folgt es daraus, daß P^*'*^, ebenso wie S^\ 

•der Differentialgleichung 

jpik^t) == 1 

genügt; also können die 3 Ableitungen 

a«4*'*> a^4*'_*i a'4*'*^ 

deren Werte an der Stelle r^*^ bis auf einen positiven Faktor mit den be- 
trachteten Koeffizienten übereinstimmen, niemals alle negativ sein. 

Damit scheint jeder Weg versperrt, die Dynamik der Kristallgitter 
ohne wesentlich neue Hypothesen auf rein elektromagnetischer Grund- 
lage aufzubauen. 

Im folgenden wollen wir die Klammern um die Koeffizienten fortlassen 
und einfach ^(*'*'), . . . schreiben, indem wir dem Umstände Rechnung tra- 
gen, daß die verallgemeinerten Koeffizienten alle wesentlichen Eigenschaften 
mit den ursprünglichen gemein haben. Ebenso werden wir die Eigenfre- 
quenzen, die Lösungen der homogenen Gleichungen usw. mit denselben 
Buchstaben bezeichnen, wie die entsprechenden Größen im ersten Teile. 

Drittes Kapitel. 

Die Lösung und physikalische Diskussion der 
Schwingungsgleichungen für lange Wellen. 

§ 32. Aufstellung der sukzessiven Approximationen. 

Die Gleichungen (251) lösen wir genau so, wie die entsprechenden 
{72) des ersten Teiles, indem wir sowohl die Frequenz als die Verrückun- 
-gen nach Potenzen von r entwickeln. Wir setzen: 

.(275) 03«== G}^+ r^+ r^S^H , 



:: ; 



• • •• 1 



• • 
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(276) 






Dann erlialt man fOr die Polarisation: 



(271) 



**=$t+^*» +**?* + 



Den Brechungsindex n = ^ = — y tabei^ ^«^^ trotz des Zählers r nicht 

als kleine Zahl behandelt. 

Ist G>=»0, so ist für alle Werte yon r n = (X>; dieser FaU liefert den 
Ausgangspunkt für die Behandlung der elastischen oder akustischen Wellen. 

Ist (D + 0; so ist n als endliche 21ahl zu behandeln; dieser Fall liefert 
die optischen Vorgänge. 

Gehen wir mit diesen Beihen in die Schwingungsgleichungen (251) 
ein und setzen die Faktoren der Potenzen von r der Beihe nach gleich 
Null; so erhalten wir folgende sukzessive Gleichungssysteme: 



(278) 



(279) 



(280) 



n 1 



+ ?^:ri(^x-«n«(n,?))=^0, 



ä^mtUt +2K*'*'^^*' + ö<*'*')Fi. + lY-'^Wt) 



k' 






usw. 
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Die Anflösung dieser Gleichungen geschieht in derselben Weise wie die 
der entsprechenden Oleichnngen (80), (81), (82) des ersten Teiles, wobei 
nur folgender Unterschied besteht: 

Dort ergab die erste Näherung 35 diskrete Werte von a}\ und von jedem 
dieser Werte aus waren dann die nächsten Näherungen zu verfolgen. Hier 
ergibt sich ü^ aus der ersten Näherung als Funktion von n. Denkt man 
sich nun, wie früher, Wellenlänge und Wellenrichtung, also r, a, ^, y, ge- 

geben, so muß man beachten, daß dann w = ^ von co abhängt; daher liefert 

die erste Näherung doch wieder nur bestimmte, diskrete Werte von cä. 

Mit diesen Werten 6 und den zugehörigen n = o-^ m\iß man dann in die 

folgenden Näherungen eingehen. 

Nun sind aber die ersten Näherungen wegen der Relation (256), die 
das Verhalten jJes Gitters als Festkörper bedeuten, für die Translationen 
(83) und (ä =» erfüllt, gleichgültig, welchen Wert n hat. Geht man von 
diesen 3 Wurzeln 

<&! =0, (»2=0, (Dj = 



tc 



zu den nächsten Approximationen, so muß darin offenbar n = «^ « 30 ge- 
setzt werden. 

Diese Klasse von Lösungen liefert die Elastizitätstheorie. 

Die zweite Klasse von Lösungen der ersten Näherung gehört zu den 
endlichen, von Null verschiedenen Frequenzen und liefert die optischen 
Vorgänge. 

§ 33. Elastizität und Piezoelektrizität. 

Setzt man in den Gleichungen (278), (279), (280) n = oo, so werden 
die rechten Seiten mit denen der entsprechenden Gleichungen der mecha- 
nischen Theorie (80), (81), (82) gleichlautend; auch die linken Seiten 
stimmen überein bis auf Zusatzglieder, die man vektoriell 

V schreiben kann. 

Läßt man diese zunächst einmal fort, so erhält man genau die Glei- 
chungen des ersten Teiles für die Fortpflanzung elastischer WeUen. Die 
Zusatzglieder kann man als ein elektrisches Feld auffassen, das in der 
Richtung der Wellenfortschreitung wirkt; es ist der Größe der vorhan- 
denen Polarisation proportional und hängt daher selbst wieder von den 
entstehenden Deformationen ab. Eine genaue Berücksichtigung dieses Feldes 
liefert eine komplizierte Abhängigkeit der Frequenz der elastischen W^elle 
von der Wellenrichtung. Für die Beobachtung scheint diese Wirkung nicht 
in Betracht zu kommen. 
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Man kann den Vorgang so auffassen, daß die durch die Deformation 
verursachte piezoelektrische Erregung ein elektrisches Feld erzeugt, das 
seinerseits wieder deformierend wirkt. 

§ 34. Kristalloptik. 
Die Gleichungen (278) schreiben wir so: 

(278') ' *' 

wobei 

(281) 3E,= JC, Dt=J^., 3*=J^. 
und 

(282) d = ^ ($ - n«* (n, ^ 

gesetzt ist. Sie werden dadurch formal gleichlautend mit den Grleichungen 
(150) des ersten Teiles; nur war dort X^tf, ... die gegebene äußere Kraft, 
während es hier ein von den Verrückungen selbst abhängiger Vektor ist. 

Die Gleichungen haben außer den drei linear unabhängen Lösungen 
(83), die zu ä = bei unbestimmtem n gehören, weitere Lösungen, wenn 
die Determinante für andere Werte von & verschwindet. Das gibt eine ge- 
wöhnliche Säkulargleichung, die o* als Funktion von n liefert. Man gewinnt 
sie leicht, indem man von den im ersten Teile, § 18, gegebenen Auflösungs- 
formeln der Gleichungen (150) (S. 62), die mit (278') gleichlauten, Ge- 
brauch macht und sie zusammen mit (281), (282) auf drei lineare Gleichun- 
gen für die Komponenten der Polarisation $ß reduziert. 

Nach (164) sind die Lösungen von (150) oder (278'): 



(164) 






A CO • Cü 1 t 



und nach (165): 
(165) 



wobei die Dielektrizitätskonstanten f^, ... durch die Formeln 
(166) S^">=2''*>'*'--- 



k 
S« ...» S« 



V ^"^ fit ra v "^"T ta . — ca 



definiert sind. 



• z CO • ß) " "^j G> ■ (ö 



«n-l 


■ *ii *i» 


«Sl 


fjj ^ *8S 


«Sl 


*$1 *»$ 
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Setzt man in (165) für S den Ausdruck (282) ein^ so erhält man drei 
lineare Gleichungen für die Komponenten von ^, die das gesuchte Elimi- 
nationsresultat bilden. 

Die Determinante der drei Grleichungen miiß verschwinden; diese Be- 
dingung kann man so schreiben 

/«ii— 1^1» % \/l-a*— X —aß —ay \ 
(283)1 a,, B,,-l8,, -ßa l-^«-x-/3y -(x) -0; 

^^31 ^52 «M— 1/ V — y« —yß 1 — y*— X/ 
dabei ist x =» 1 — , gesetzt und die Formel ist so zu verstehen^ daß erst 

die beiden Matrizen nach der bekannten Multiplikationsregel der Determi- 
nanten (Zeilen der ersten mal Reihen der zweiten Matrix) auszumultiplizieren 
und dann von den DiagonalgHedem x zu subtrahieren ist. Man erhält eine 
kubische Oleichung für x. Eine Wurzel der Gleichung ist x =- 0; denn für 
X » reduziert sie sich auf das Produkt der beiden Determinanten 

1 — a' — aß — ay 

-ßa l-ß* -ßy 

— y a — yß 1 — y^ 

von denen die zweite identisch verschwindet. Für x^O ist n^= 1, und die 
Gleichungen (282) reduzieren sich auf 

$-n(n,$) = 0, 

d. h. die zu x == gehörige Lösung ist: ?P proportional n. 

Das ist eine longitudinale Welle, der keine optische Bedeutung zukommt. 

Die beiden andern Wurzeln x', x" genügen einer quadratischen Glei- 
chung, die mit dem Fresnelschen Gesetze der Optik äquivalent ist. Um dies 
zu sehen, führen wir den Vektor „dielektrische Verschiebung*' 

(168) * - ^ -h ?ß 

ein, der nach (282) mit $ so zusammenhängt: 

(284) ^ = -J^-^ {$_„(„,$)}; 

es ist also 

(285) (n, i)) = 0, 

o 

d. h. ® schwingt transversal. 

o 

3) wird gewöhnlich als der „Lichtvektor*' angesprochen, nach dem der 
Polarisationszustand des Lichtes beurteilt wird. Denken wir uns ferner das 
Koordinatensystem so gewählt, daß die Gleichungen (165) die einfache 
Gestalt 

(165') ^,= (5,-1)^,, %=(*S-1)^„ ^.= (^3-1)^. 

Math. Monogr. 4 : Born, Kristallgitter 8 
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aonehmenf so wird 

' .ff». 

Fährt man hierdurch 2) statt p in (284) ein, so erhält man nach 
leichter Umformong 

Hieraas folgt dorch Zosammenfassung mit a, ß, y nach (28Ö) die Fres- 



nelsche Formel 



<»* , r' 



(173) _^ + _L + _JL_ = o, 



t* «1 n* f, fi* «, 



dag GnmdgeBetz der Lichtfortpflanzqng in EristalleiL Es ist eine qnadra- 
tische Gleichung für n*; ihr Wurzebi seien n'*, n"* 

et o o 

Die Vektoren ^^ S^ % stehen in der Beziehung (168), wie sie die elemen- 
tare Maxwellsche Theorie ansetzt. Aber S bedeutet nicht das elek- 
tromagnetische Feld, wie es zwischen den Partikeln herrscht. 
Dieses ist außerordentlich verwickelt; um es zu übersehen, müßte man die 
Funktionen iS>(*\ aus denen sich der Hertzsche Vektor 3' aufbaut, in ihrem 
ganzen Verlaufe kennen. Dieser Verlauf wird durch die Fouriersche Reihe (233) 

dargestellt, deren konstantes Glied ^_ -^ ist; von diesem stammen aber 

offenbar allein die Glieder der Bewegungsgleichungen (278) her, die wir 

j5 g , _o 

mit ^k=^ j @a;? - • ' bezeichnet haben. Man erkennt daher leicht, daß @ der 
wirkliche raumliche Mittelwert des elektrischen Feldes ist. 

Wir müssen zur Vorbereitung der Behandlung der optischen Aktnrität 
kurz an die einfachsten Regeln der Kristalloptik erinnern. 

Sind die beiden Brechungsindizes n', n" voneinander verschieden, 
so stellen die zugehörigen Vektoren S)', ®'' linear und aufeinander senk- 
recht schwingende Wellen dar, wie in bekannter Weise aus (171) folgt. 

Für zwei bestimmte Richtungen, die man optische Achsen nennt, 
fallen die beiden Brechungsindizes n', n' zusammen. In dem Haupt- 
koordinatensysteme sind, wenn man 

voraussetzt, die Richtungskosinus der optischen Achsen 

der Brechungsindex in diesen Richtungen ist gegeben durch n^ = f^. 
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Für eine längs der optiscben Achse sieh fortpflanzende Welle ist die 
Schwingungsrichtung durch die bisher allein diskutierte erste Approzima- 
tion unbestimmt Denn die allgemeine Lösung setzt sich aus zwei linear 
unabhängigen zusammen; wir setzen 

(287) $ » (7ip(^) + Cip(^). 

Die Vektoren p^^^ und p^^^ sind in weitem Umfange willkürlich, da zwei lineare 
voneinander unabhängige Kombinationen von ihnen dieselben Dienste tun. 
Wir wollen uns nun im folgenden auf den praktisch besonders wich- 
tigen Fall der für alle Farben optisch einachsigen Kristalle be^ 
schränken. Bei diesen muß die optische Achse aus Symmetriegründen eine 
im Krystalle feste (von der Farbe, d. h. von 6, unabhängige) Lage haben, 
und zwar fäUt sie in die x- oder jsr-Achse des Hauptkoordinatensystems, je 
nachdem £, — s^ oder s^ =- e^ ist. Dann ist nach (285) und (168') der 

o o 

Vektor ^ ebenso wie S) transversal; also gilt 

(288) (n, pW) =. (n, pW) « 0. 

Wir können nun p^'^\ p^^^ als irgend zwei auf der Richtung n der opti- 
schen Achse senkrechte Vektoren wählen; wir wollen sie auch senkrecht 
auf einander annehmen und ihre Länge gleich n^— 1 machen, sodaß 

|(p(i),p(i))-(p(^),pW) = („«-l)«, 

wird. Konstruieren wir nun nach (282) und (284) die zugehörigen Vek- 
toren c^^), C^^) und b^^^ b^*), so sind diese den Vektoren p^^\ p(^) parallel 
und es gilt ♦ 

r290^ |(eW,eW).= (c(*),c«) = l, 



(289) 



(291) 



(292) 



f(ba),bW) = (b(2),bw} = «S 

■(b(i),bW) = 0; 
(e(»),p(i))_(e(»),p(«))-w2-l, 

' (e(i), p(«)) = (e(% pW) = . 

Die Vektoren e<'>, e<*' haben also die Länge 1 und feste Richtungen; ihre 
Komponenten sind numerische Zahlen. 
Die allgemeine Lichtschwingnng 

(293) t = C^bW + CjbW 

besteht dann aus zwei aufeinander senkrechten Schwingungen, deren Am- 
plituden Cj, Cj proportional sind. 
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§ 35. Dispersion und spezifische Wärme. 

Der Zusammenliang zwischen Brechungsindex und Frequenz ist hier 
in etwas anderer Weise aufzufassen^ als es gewöhnlich in der Optik ge- 
schieht. Vor allen Dingen ist das Anwachsen des Brechungsindex in der 
Nähe einer Eigenfrequenz gar keine eigentliche Resonanz^ da ja eine ein- 
fallende Welle überhaupt nicht vorhanden ist. 

Sind t, a, ß, y gegeben, so bestimmt die Fresnelsche Formel (173) zu- 

sammen mit der Definitionsgleichung des Brechungsindex n == tts- die Fre- 
quenzen, mit denen eine Welle von der gegebenen Richtung und Länge 
schwingen kann, und zwar in folgender Weise. 

Die Dielektrizitätskonstanten c^ ,«3, £3 sind Funktionen von h^ vom Typus 



«*=1 + 



3« 



i = 4 ^j 



09 



r»c« 



^ Andrerseits ist w* = 1:^5-* = 



und die beiden Wurzeln n'*, w"^ von (173) werden in ihrer Abhängigkeit 
von cä^ sich ähnlich verhalten; das Aussehen dieser Funktion ftir den Fall 
zweier Eigenschwingungen veranschaulicht di^ Figur. 

als Funktion von ä* bei gegebenem 

A eine Hyperbel mit den Achsen 
als Asymptoten. Jedem Schnitt- 
punkte dieser Hyperbel mit 
einer der Kurven w'«, n"^ ent- 
spricht eine Welle von gege- 
bener Richtung und Länge; es 
gibt offenbar immer genau 
(3s - 3) -f- 1 - 3s - 2 Schnitt- 
punkte mit jeder 
der Kurven n'*, 
n"^ Von diesen 
Schnittpunkten 
faUen aber alle 
bis auf einen 
nahe an die 

Asymptoten. Dieser eine Schnittpunkt, der zu einem endlichen Werte des 
Brechungsindex gehört, entspricht der Fortpflanzung einer eigentlichen 
optischen Welle. Die 3s — 3 übrigen Schnittpunkte liegen dicht an den 
Eigenschwingungen a?J und liefern einen anomalen Wert des Brechungs- 
index; die Nenner in dem Ausdrucke (164) der Verrückungen sind bei 
diesen Wellen klein, die Intensität der Wellen wird also unter sonst 
gleichen Umständen viel größer werden als die der optischenl 




-=-=0? 

G) 



Fig. 3. Schema des Zasammenhangs von Breohnngsiadex und Frequenz 
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Im ersten Teile haben wir die Theorie der spezifischen Wärme darauf 
begründet, daß wir den Energieiühalt auf die „Eigenschwingungen" ver- 
teilten; und zwar bildeten diese einmal das „akustische Spektrum", dann 
3^—3 Spektren,, die von den Stellen 64, . . . Ö3, ausgingen. Wir sehen, 
daß die elektrodynamische Theorie diese Umstände etwas modifiziert; die 
3^ — 3 Spektren beginnen tatsächlich an den soeben beschriebeuen Schnitt- 

punkten der Kurven n'*, n '* mit der Hyperbel w' = ^o^ • Von diesen 

35 — 2 Schnittpunkten fallen tatsächlich 3s — 3 dicht an die Stellen a>j, 
aber es gibt noch einen, der es sicherlich nicht tut; femer zerfällt jedes 
der 3s— -3 Spektren in 2, entsprechend den beiden Brechungsindizes w'^, w"^ 
Im ganzen wird also das Spektrum wesentlich verwickelter. 

Bemerkenswert ist der Umstand, daß die eigentlichen optischen Schwin- 
gungen sich durchaus unter die elastischen einordnen. Wird der Kristall 
erhitzt und von Lichtwellen durchzogen, so müßten diese, soweit sie aus 
Schwingungen der materiellen Partikel bestehen, entsprechend ihrer Frequenz 
zur spezifischen Wärme beitragen; eine Berücksichtigung dieses Umstandes 
würde die im ersten Teile gegebenen Näherungsformeln für die spezifische 
Wärme verwickelter machen, ohne daß praktisch ein Vorteil entstände. 
Jedenfalls liefert das elektromagnetische Feld im Vakuum zwischen den 
Partikeln keinen Beitrag zur spezifischen Wärme; man darf ihm keine 
Freiheitsgrade im Sinne der statistischen Mechanik zuschreiben. Diese 
Tatsache verdient meiner Meinung nach Beachtung; sie fordert zur Kritik 
derjenigen Betrachtungen der Strahlungstheorie heraus, bei denen dem leeren, 
von Strahlung durchzogenen Hohlräume mechanische Freiheitsgrade zuge- 
schrieben werden. 

§ 36. Optische Aktivität. 

Die zweite Näherung ist in derselben Weise durchzufuhren, wie wir 
es im § 13 des mechanischen Teiles getan haben. 

Wir beschränken uns auf die einachsigen Kristalle. 

Dabei ist zu unterscheiden, ob die Welle sich in der Richtung der opti- 
schen Achse fortpflanzt oder nicht. Im letzteren Falle bestimmt die Bedingung 
der Auflösbarkeit der Gleichungen für die zweite Näherung die Zusatz- 
frequenz o^, und die Lösung dieser Gleichungen liefert kleine Abweichungen 
von den linear polarisierten aufeinander senkrechten Schwingungen. 

Wichtiger ist der Fall einer Welle, die sich in der Richtung einer 
optischen Achse fortpflanzt. Für diesen Fall gab, wie wir sahen, die erste 
Näherung überhaupt keine bestimmte Schwingungsrichtung. Diese wird 
erst zusammen mit der Zusatzfrequenz durch die Bedingung der Auflös- 
barkeit der Gleichungen zweiter Näherung festgelegt. Wir wollen diesen 
Fall ausführlich behandeln. 
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Zunächst berechnen wir aus den Polarisationen p^^^ , p^^^ die Verrückungen 
in erster Näherung mit Hilfe der Formeln (164) und (281), (282); wir finden 



(294) 



2 ö2 



5--=j>;TY^(Ä'^e«), (Ä = l,2), 



>=4 -^ 
3« 



" .4i^ (», CO 

Hieraus berechnen wir umgekehrt wiederum die Polarisationen: 



,<«_J,^^(5V), ^,,1,,), 



0) 



(295) »'"-^2^^ 

und daraus folgt: 

(296) (.».,<")_ -vM^^a^ia, (M--l,2> 

" ^fa^ CO; 'W 

i=4 ^ 

Da z^^\ c^*) konstante Vektoren sind, so sind die Zähler der Partialbrüche 
numerische Zahlen. 

Andererseits bilden wir die Summe 



8« 3« 



^mk{AkhAkh' + BkhBkh' + AaAä') 

k 

(aü),e(*))('s«eW) 



= *^2 2 (A^-a^ (&'-&») 2^ '"*(«*^«*^' + ^"^^'^ + ^*^^*^)' 

y=4 i'=4 \ ^ /V ^ / * 

nach Formel (100) erhält man: 

1 *' 

^- mj^Akh^kh'+BkhBkh'+rkhrkh')'^-^ ^^ 



(S^),c(*))(S(^'\e<*')) 1 ci(e(*\<)(*')) 



^■ = 4 \ ^ >' 



d(e(*\ »)<*>) .d(eWD<»>) .dn« 



=d 



Setzt man nun 

so wird 

(298) { * ' * 

^mk{AtiAti + BiiBi» + AiA») - 0. 

k 

Die allgemeine Lösung der ersten Näherungsgleichungen ist: 

Cjt = Ci Aki + Cj ^*2, 

(299) n = c,ßM + crjßM, 



=d 



d&" 
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Diese sind auf den rechten Seiten der zweiten Näherung (279) einzusetzen. Die 
linken Seiten stimmen aber mit denen von (278) überein; folglich sind die 
inhomogenen Gleichungen (279) nur auflösbar^ wenn die rechten Seiten, mit 
den Lösungen (294) der homogenen Gleichungen komponiert, Null ergeben. 
Das liefert 2 lineare, homogene Gleichungen für die Eonstanten C^, C^. 
Um sie einfach zu schreiben, führen wir die Bezeichnung 



k V 



{^. 



11 



^, 



22 







+ jE;(*.*') (B^k A'ä' + B^'v Ftk) + 2^(*'*') (Aä ^k'y + A^v ^t?.) 

+ (?(*»*') (^A Ä Bjt',^ + Ai,'n'B kk)] 

ein. Hier sind nach (79) die -4^*»*'), . . . lineare Funktionen der Richtungs- 
kosinus der Wellennormale, d. h. der optischen Achse, l^ehren also mit 
der Strahlrichtung ihr Vorzeichen um; femer sind sie rein imaginär und 
in den Indizes k, h' schiefsymmetrisch. Folglich gilt 

(301) - iPi'.A- ip;,v, 

also 

wo Q eine reelle Zahl ist, die für zwei in entgegengesetzter Richtung längs 
der optischen Achse sich fortpflanzende Strahlen engegengesetzt gleiche 
Werte hat Für dieses q findet man noch bei Benutzung der in § 13, 
(104) (S. 49) eingeführten Größen Ojj' die Darstellung als Funktion von cd: 

(Ö02) Q = ^^^ _^ i(äf-ä*K4-ä'T ' 

Das kann man leicht umformen in die einfache Partialbruchzerlegong: 



(303) 



3* Q. 

^ I (Oj — 09 



WO die Qj folgende reelle Eonstanten sind: 



(303-) 9, = iV- 



*/,/ 



{ (S«,e(»)) (S^.e(»') - (Sü'),e(«) (S«,e<»)) ) . 



A8 y^, ./o2 o2x 

J =4 

Die beiden linearen Gleichungen für C^, C^ lauten nun 

j C^ [i CO* + C^iQ = 0, 

Diese lassen sich durch zwei Wertsysteme befriedigen, nämlich 

— 7 C'i = — iCj, 
9 



(305) 



CD?» 



(D 



f* 



-,Ci= iC^. 
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Nach (293) bedeutet dieses Resultat, daß sich in der Richtung der op- 
tischen Achse zwei sdrkular polarisierte Wellen fortpflanzen mit entgegen- 
gesetztem Drehsinne und, bei gleicher Wellenlänge, mit etwas verschiedener 
Frequenz. Berechnet man die derselben Frequenz entsprechenden modi- 
fizierten Brechungsindizes, so hat man zunächst 

(D* = O^ -f- reo' = (D* -f- — , 

O I £V O » f 

Also ist die zirkuläre Doppelbrechung 

(306) ««-«i=lS> 

und die Drehung der Polarisationsebene auf 1 cm Lichtweg 

(307) ^ = Ä(-.-«0=^.f- 

Da, wie wir sahen, q sein Vorzeichen mit der Strahlrichtung umkehrt, 
so folgt aus (305), daß die voreilende Welle beim Hin- und Rückwege 
verschiedenen Drehsinn, bezogen auf die Strahlrichtung, hat; daraus er- 
gibt sich die bekannte Tatsache, daß die Drehung der Polarisationsebene 
beim Hin- und Rückwege in umgekehrtem Sinne geschieht, so daß ein 
Lichtstrahl, der eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene Kristall- 
platte durchsetzt und auf demselben Wege zurückreflektiert wird, keine 
resultierende Drehung zeigt. 

Um die Dispersion der Rotationspolarisation festzustellen, beachten wir, 
daß der Brechungsindex für die optische Achse nach (292j und (296) eine 
Darstellung; der Form s« 

zuläßt; [i und q werden durch die Formeln (297) und (303) als Funktionen 
von CD* definiert. Da n* und q an den Eigenfrequenzen o| von erster Ord- 
nung unendlich werden, während dort fi Pole zweiter Ordnung hat, so wird 

die Größe - — an diesen Stellen endlich bleiben und könnte nur an den 

Nullstellen von [i unendlich werden. Nach (297) ist aber ft jiurchweg 
positiv. Bringt man [i auf den Generalnenner, so ist der Zähler ein Po- 
lynom von höchstens 2(3s — 4)tem Grade in o^ Der Grad von Qn^ ist 
um 1 größer als der von ^. Daher erhält man für die Drehung 0", die 

sich von - - nur durch den konstanten Faktor -^ unterscheidet, die 

Darstellung: 

(308) d'^a + bm*+R(a)*\ 
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WO a, b Eonstanten sind und 12 (x) eine echt gebrochene rationale Funktion 
bedeutet, die für reelle Werte des Argumentes x nicht unendlich wird. 

Die Drehung der Polarisationsebene wird für keine Fre- 
quenz unendlich groß. 

Dieses Resultat wird allerdings yermutlich durch Berücksichtigung 
der Dämpfung der Schwingungen wesentlich modifiziert werden. 

Die Beobachtungen an Quarz haben ergeben, daß die ultraroten Eigen- 
frequenzen, die zur Darstellung des Brechungsindex unumgänglich sind, 
auf den Verlauf der Dispersion' der Drehung keinen Einfluß haben ^); diese 
Tatsache steht jedenfalls mit unserer Theorie nicht im Widerspruche. 
Auch ist bekannt, daß beim Quarz ein zu cä^ proportionales Glied von 
den Beobachtungen gefordert wird. 

Bei zweiachsigen Kristallen sind die Verhältnisse verwickelter; da 
die experimentellen Kenntnisse hierüber gering sind, so wollen wir auf die 
Diskussion der Formeln für diesen Fall verzichten. 

Schlußwort. 

So befriedigend die Tatsache ist, daß man die wichtigsten Kristall- 
eigenschaften aus der Gritterstruktar ohne neue Hypothesen ableiten kann, 
so ist doch das letzte Ziel der Theorie noch in weiter Feme, nämlich die 
Zurückführ ung aller Kräfte zwischen den Partikeln auf elektrodynamische 
Wirkungen. Wir haben gesehen, daß die einfache und natürliche Annahme, 
im Gleichgewichte seien alle Partikel unter der Wirkung ihrer elektrosta- 
tischen Anziehungen und AbstoBungen in Ruhe, verworfen werden muß, 
weil ein solches System nicht stabil ist. Andererseits ermutigt die richtige 
Größenordnung des Betrages der elektrodynamischen Wirkungen zu dem 
Versuche, durch eine Abänderung der eben erläuterten yorstellung über 
den Gleichgewichtszustand zum Ziele zu gelangen. 

Der Weg, der dahin führen könnte, scheint mir derselbe, der auch bei 
den Modellen der Gasatome und Gasmoleküle in jüngster Zeit Erfolge 
gezeitigt hat. Der Gleichgewichtszustand darf nicht statisch, sondern muß 
dynamisch sein; es müssen stationäre Bewegungen im Gitter vor sich gehen, 
etwa in der Weise, daß Elektronen in geschlossenen Bahnen kreisen. Durch 
Rotationen lassen sich bekanntlich labile Zustände stabilisieren. Gleich- 
zeitig würde man einen Angriffspunkt für die Anwendung der Quanten- 
theorie gewinnen. 

Das Ziel dieses Buches ist es, die Hindernisse aus dem Wege zu 
räumen, die dem Streben nach einer tieferen Erkenntnis vom dynamischen 
Wesen des kristallinischen Zustandes entgegenstehen. 

1) F. Drude, Lehrbuch der Optik, 1. Aufl. Leipzig 1900, Kap. VI, 6, S. 380. 



114 Anhang 



Anliaiig. 

über Fouriersclie Reilieii von drei Veränderliclieii. 

Wir haben mehrfach von Fourier sehen Reihen Gebrauch gemacht. 
Ich will hier hinreichende Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Funk- 
tion durch solche Reihen angeben und, die darüber geltenden Sätze be- 
weisen. Dabei folge ich einem Wege, den D. Hubert in einer Vorlesung 
bei Gelegenheit der Besprechung von P. P. Ewalds mehrfach zitierter 
Dissertation angegeben hat. 

Wir schicken einige Hilfssätze voraus, die größtenteils wohl bekannt 
sind; wir wollen aber der Vollständigkeit halber die Beweise kurz angeben. 

1. HilflBsatB. Wenn F(^) eine Funktion ist, die in einem In- 
tervalle G der Länge 1 stetig ist, abgesehen von einer end- 
lichen Zahl von Sprungstellen oder Polen von niederer als 
erster Ordnung, so ist 

limyV(|)6«*''»^d|«0. 
Beweis. Bildet man formal aus J^(|) die Fouri ersehe Reihe 

m SS — QO ' 

so sind die Koeffizienten durch bestimmte Integrale 

definiert. 

Wenn i^(|) reell ist, so ist c_^ zu c^ konjugiert komplex, also 
c^c_^ = 1 c„ I* reell und positiv. 

Wir bilden nun die Ungleichung 

V 

G n = — v 

entwickeln das Quadrat und integrieren gliedweise: 

V V V 

Cr n= — vm = — y G w = — r G 

oder ^ 



über Fouiiersche Reihen von drei Veränderlichen 
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Wir machen jetzt zunächst die Annahme^ daB i^(|) endlich (oder höch- 
stens von niederer als -|-ter Ordnung unendlich) ist; da dann die linke 
Seite eine endliche Zahl ist^ folgt^ daB 

lim lcj««0 



nsoo 



ist^ und daraus die Behauptung für diese Klasse von Funktionen und auch 
für Teilintervalle von O. 

Sind aber ünendlichkeitsstellen l^^\ . . . 5^*> von -^-ter oder höherer 
als -g-ter und niederer als 1. Ordnung vorhanden ^ so zerlegen wir das 
Integral in der Weise: 

G ^ 

daß 

ist, während J^ über den Best des Intervalles O zu erstrecken ist. 

Dann kann man das vorher gewonnene Resultat auf J^ anwenden dnd 

erhält 

lim eT'g = 0, 



m = ao 



und da dieser Grenzwert von 6 unabhängig ist, gilt auch 

lim lim e^ = 0. 

Jetzt betrachten wir J^] nach Voraussetzung ist in der Umgebung 
eines singulären Punktes |(*) 



mx 



also folgt 






.,0<r<l; 






^ik)y 



dh 



-f« 



oder, wenn man 5 — S^*^ = ^ setzt: 






Da nun offenbar 



— c 



« 

Sw-S 



dt_ 



ist, wird 



— c 



1 — 1 — f 



L 
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Hier ist die rechte Seite von m nnabhängig und yerschwindet für £ =>= 0^ 

weil r < 1 ist. Folglich ist 

lim lim J^ =• 0. 

« ssO m = oo 

Fügen wir beide Resultate zusammen, so erhalten wir 

lim lim \Ji + J2) ^ ^• 

Nun ist eT'i + Ji gleich dem Integrale über das ganze Intervall G, also voa 
e unabhängig; folglich ist 

lim fF{l)e^^'^^dl=^0, 

(jr 

w. z. b. w. 

Die analogen 'Sätze gelten für die Ebene und den Raum: 

2. HilfssatB. Wenn F{^,ri) eine Funktion ist, die in einem Qua- 
drate O vom Flächeninhalte 1 stetig ist abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Stellen, wo sie von niederer als 2. Ord- 
nung unendlich wird, so gilt 



lim / /Vd, rj) e^tiimUn^i) dl drj = 0. 



m 

(r 



Beweis. Der Beweis verläuft ganz analog. Zunächst betrachtet man 
die Koeffizienten der formalen Fourier sehen Reihe 

TWss — 00 Hss — 00 

die durch die bestimmten Integrale 



« 



definiert werden. Dann ergibt sich aus der Ungleichung 



fj 



m = — jM « SS — r 

»« = — /< ji = — r 



ä 



isi^ und daraus folgt die Behauptung für alle Funktionen, deren Quadrat 
integrabel ist. Um es allgemein zu beweisen, schließen wir die Unendlich- 
koitsstellen 1^*^, t/*^ (Jt « 1, 2, . . . 5) in kleine Kreise K^^^ vom Radius e ein 
und beKeichnen das Integral über diese mit J^j das über den Rest von G 
mit J^. Dann ist ohne weiteres 

lim lim «Tj = 0, 
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In den Kreisen aber ist 

wo 1 

gesetzt ist; folglich ist 

wobei d(o das Element des Einheitskreises bedeutet, oder 

1 = 2 — r 

Hier ist die rechte Seite von m nnd n unabhängig und verschwindet für 
£ ^ 0, weil r < 2 ist. Mithin ist 

lim lim J^ =* 0, 

und hieraus folgt die Behauptung. 
Ganz ebenso beweist man den 

3. Hilfssatz. Wenn 2^(S, iy, eine Funktion ist, die in einem 
Würfel G vom Rauminhalte 1 stetig ist abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Stellen, wo sie von niederer als 3. Ord- 
nung unendlich wird, so gilt 

lim / / /V(|,i?,g)e2^*('^+"''^ + «^^dgd7^rfg = 0. 

7, y/i, 71 = oo t/ t/ t/ 
G 

Zusatz zu den Hilfssätzen 1, 2, 3. Erfüllen die Funktionen F{%\ 
F{^,ri), F^^yijj^) die dort aufgezählten Bedingungen, so ist 

(I) lim / F(i) sinjrmgdl = 0, 



(/ 



(lY) ' lioi / / -F(|, y\) sin^f»! sin;rni^ d% drj = 0, 

G 

ml^ lim / / / 2^(|,?^, g)sin;r?|sinÄmi^sinÄngd|di^dg = 0. 

Beweis, um die Formel (I) zu beweisen, wende man den 1. Hilfssatz 
auf eine Funktion -F(2|) an, die im Intervalle cc ^^ ^a + ^ beliebig, im 
Intervalle a+2<S^^ + -^ gleich Null ist; dann erhält man für den 



imaginären Teil , ^^i^ 

2 



lim / F(2|) sin^nmWi = 0. 



m = 00 
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Ersetzt man hier 2| durch g, so wird 

2nr + l 



lim / F{^)Bm7tm^d^ = 0, 



m s: OO ^- 

2a 



und hier ist F(^) in einem Intervalle der Länge 1 willkürlich. 

um die Formel (II) zu beweisen, muß man zunächst die Gleichung 
des Hilfssatzes 2 in reellen und imaginären Teil spalten; ersterer ergibt 

lim / 1 F(^, ri) cos 2ä {m^ + nri) d| d^i — 0. 



m. _ 



Ebenso gilt aber auch 

lim / / i^djiy) cos 27t (mi, — «iy) d| rfiy = 0, 

l, M s= 00 %l_jJ 






imd durch Subtraktion folgt 

lim / / -F(l5iy)sin2Äm5sin2;rniydSdi; == 0. 

t, n = 00 t/__«y 






Wählt man nun analog dem vorigen Falle i^(2|, 2iy) in einem Viertel 
des Quadrates G willkürlich, in dem Reste gleich Null und. ersetzt dann 
2|, 2ri durch |, iy, so erhält man die Formel (II). 

Ganz analog beweist man die Formel (III). 

4. Hüfssatz. Ist G ein Intervall der Länge 1 und m eine un- 
gerade Zahl, so ist 

(IV) / — .— ^ rf| = 1. 

Q 

Beweis. Ist m eine ungerade Zahl, so gilt die bekannte Identität 
?^^ = 1 + 2cos2^ + 2cos4^ + ...+'2cos(m-l)^. 

sin * ' • • \ / 

Setzen wir darin t = üt^ und integrieren über G, so verschwinden die Inte- 
grale aller Kosinus und es entsteht die Formel (IV). 

5. Hüfssatz. Wenn eine Funktion ?P'(|,iy,g) an der Stelle 0,0,0 
stetig ist und wenn die dritte Ableitung 

an der Stelle 0,0,0 existiert und stetig ist, so ist die Funktion 
in der Form 

(V) ^(1, 71, g) = ^(0, 0, 0) + F{1) sin ä| + F{ri) sin %ri + -F(S) sin sr & 
-I- F{%t) sinjTT^ sinjrg +F(g,|) sin srg sin ;rg + i^(J,iy) 8in;r| sin;ri; 
-f- 2^(1,1^,5) sin;rS sin;r7^ sin;rg 
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darstellbar^ wobei das Zeichen F eine im Nullpunkte stetige 
Funktion bedeutet. 

Beweis. Wir gehen von der entsprechenden Formel für eine Ver- 
änderliche 

W(X) = g'(O) + -^?i~^P^^ sin «I - V{0) + F(|) sin nl 

aus. Hier ist -F(I) im Nullpunkte stetig, wenn die Ableitung ^'(S) dort 
stetig ist; denn fQr £ » geht F(i) offenbar in den durch n geteilten 
Nullwert dieser Ableitung über. (Man hat also eine verkappte Taylorsche 
Entwicklung vor sich.) Ebenso verhält es sich für zwei Variable; setzt man 

'F(|,i7) - ^(0,0) + -F(I) siuÄg + F{ri) sin^i? + F(g,i?) sin^rg sin^i?, 

so ist offenbar 

^'^ Bmnl ' \ // "^ sin«?] ' 

jp(t ^^ ^ y (g,T]) -> y(io) - y(o,T;) + ^(0,0) 

-^l.«?^;— sinÄjsinÄT] ' 

und diese Größen irehen für | -^ 0, i7 =» in die Werte von - -^ , — ^— , 

° «71 7t d^' n dri ' 

- p. ^ im Nullpunkte über, sind also im Nullpunkte stetig, wenn diese 

Ableitungen es sind. 

Bei drei Variabein endlich ist 

^^' ^'^ sin « I sin tttj sin tc ^ 

I und diese Ausdrücke geben für | = 0, iy «^ 0, g = in die Werte von 

im Nullpunkte über; nach den Voraussetzungen sind sie also im Nullpunkte 
stetig. 

Wir betrachten nun Fouriersche Reihen, die eine Funktion f(Xj y, 0) in 
einem Parallelepipede darstellen sollen, dessen Kanten von drei Vektoren a,b,c* 
gebildet werden und das das Volumen 1 hat; es ist also die Determinante 



a a a 

B B b 

^x ^y *'» 

c c c 

^x ^y *-« 



= 1. 



Diese Fouriersclien Reihen haben die Form (s. § 25, S. 85) 



i = "— 00 »15=— 00 w = — 00 
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wobei 

c^i,m,n = 2 ;r (Z [b, c] + m [c, a] + n [a, bj) 

gesetzt ist. Die Koeffizienten werden durch die bestimmten Integrale 

c,,«.„ -ffffi'^'y,^') c-'K'».'"''^ dx' dy' de' 

dargestellt, die über das Parallelepiped zu erstrecken sind. Wir können jetzt 
den Hauptsatz beweisen: 

Hauptsatz. Es sei fix^y^i) eine in dem Parallelepipede ö, b, c 
vom Volumen 1 definierte Funktion, deren Ableitung 

dxdydz 

überall existiert und stetig ist, höchstens mit Ausnahme einer 
endlichen Zahl von Stellen r^^^, t^*^, . . . t^'^, an denen jedoch f(Xj y, s) 
absolut integrabel sein möge (also etwa nur von niederer als 
dritter Ordnung unendlich werde). Dann konvergiert die Ent- 
wicklung 



{=—00 m = — <x) « = — Qo 



an allen Stellen des Parallelepipeds, die nicht auf einer der 
Ebenen liegen, die durch die Punkte r^*^ parallel zu den Seiten- 
flächen .des Parallelepipeds gelegt sind. 
Beweis. Die Partialsunime der Reihe ist 

und unsere Behauptung läuft darauf heraus, daß unter den angegebenen 

Voraussetzungen 

lim (fx„u,v existiert und « f(oc,y,z) 

ist. 

Setzen wir die bestimmten Integrale für die Fourierschen Koeffizienten 
ein, so wird 

*^./,..=i' 2 2fffnx',y',!s')e-''-'''^^'''-'Ux'dy'dz'. 

l = —X m = — /u n = — v 

Der Exponent hat die Form 

— i (q/,m,n,r' — r) ^ 2^iQ^ + mrj + wg), 

wobei 

| = ([B,c],t'-r), 
7? = ([c,o],r'-r), 
g = ([a,B],r'-r) 



\ 
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gesetzt ist. Die drei geometrischen Reihen lassen sich in bekannter Weise 
summieren, und man erhält 

J J J Bin«! • Sin ÄTj • smÄf ^ 

Wir führen nun |, iy, J; als Integrationsvariable ein; die Auflösung der Trans- 
formationsformeln lautet 

r' - r + ag + bi? + cg, 

und r' durchläuft das ganze Parallelepiped, wenn g, % t, sich in einem 
Würfel vom Volumen 1 bewegen, der den Nullpunkt im Innern enthält. 
Wir setzen nun 

Dann wird 

J J J ^^ ""^ Bin »4- ein AI] -Bin TT i; ' 

Hierauf können wir den 5. Hilfssatz anwenden; wir betrachten der Reihe 
nach die Glieder der Zerlegung (V). 
Der erste Term gibt 

5r(o,o,o) C'^^-±^di C^i-S^^±'>\dn r"°J?.'+iMrf§, 

J ßin^S / BinÄij ' f Binari: '^ 

WO alle drei Integrale über eine Strecke von der Länge 1 zu erstrecken 
sind; sie sind also nach dem 4. Hilfssatze alle gleich 1, und der Wert des 
erstell Terms wird 

Nun betrachten wir die Tenne mit einem Sinusfaktor, z. B. 

Hier ist F{^) im Integrationsintervalle durchweg stetig; denn 'JP'(5,0,0) 
durchläuft darin oflFenbar alle Werte, die die Funktion f(x,y,0) auf der durch 
r gehenden, zu q parallelen Geraden annimmt, und nach Voraussetzung 
liegt auf dieser keine Singularität. Folglich ist nach der Formel (I) des 
Zusatzes der Grenzwert des Integrales nach 5 gleich Null, während die 
Integrale nach tj und ^ dem Werte 1 zustreben. 

Ebenso verschwinden im Limes die Terme mit 2 Sinusfaktoren, z. B. 

JJ^Fi^, ri) sin(2>l + \)nl sin (2,* + l);ri?ci|rf^p'^t.iMrfg. 

Denn hier ist 2^(|, ri) durchweg stetig, weil es aus den Werten der Funk- 
tion f{Xy y, z) gebildet ist, die diese auf der durch r gehenden, zu den 
Vektoren a und b paraDelen Ebene annimmt, auf der nach Voraussetzung 

Math. Monogr. 4: Born, Kristallgitter 9 
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keine Sisgalaritäten liegen. Man kann also die Formel (II) des Zusatzes 
anwenden. Auf den Term mit drei Sinusfaktoren 

fffF{^, % i) sin(2A + \)%^ . sin (2^ + l)^n - sin(2i/ + \)%ididridt, 

läßt sich die Formel (III) des Zusatzes anwenden, weil f{x,y,z)j und 
daher auch ¥^(5, i?, 5) und i^(^, % J;), nur von niederer als dritter Ordnung 
unendlich werden; also verschwindet er in der Grenze ebenfalls. 
Das Resultat ist also 

lim (JA,.«,r = f{x, y, z), 

w. z. b. w. 

Zusatz. Wenn die Singularitäten der Funktion f(x,y,z) von 
niederer als zweiter Ordnung sind, ist sie auch in den Punkten 
der Ebenen entwickelbar, die durch die singulären Punkte 
gehen und den Grenzflächen des Parallelepipeds parallel sind. 

Wenn die Singularitäten der Funktion f{x,yjZ) von niederer 
als erster Ordnung sind, ist sie auch auf den Geraden entwickel- 
bar, die durch die singulären Punkte gehen und zu den Kanten 
parallel sind — also überall, abgesehen von den singulären 
Punkten selbst. 

Beweis. Sind die Singularitäten von niederer als zweiter Ordnung, 
so verschwinden die Grenzwerte der Terme mit zwei Sinusfaktoren auch 
auf den Ebenen, weil der 2. Hilfssatz, bzw. die Formel (II) des Zusatzes, 
solche Singularitäten zuließ. 

Sind die Singularitäten von niederer als erster Ordnung, so verschwinden 
schon die Grenzwerte der Terme mit e^nem Sinusfaktor auf den Geraden, 
weil der Hilfssatz 1, bzw. die Formel (I) des Zusatzes, solche Singulari- 
täten zuließ. 
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